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Introduzione

In questa tesi abbiamo studiato il comportamento di un condensato di Bose-

Einstein intrappolato e posto in rotazione. L’osservazione della risposta alla

rotazione è infatti il metodo tipico di verificare la superfluidità di sistemi fisici

quali i condensati di Bose-Einstein. A differenza di un fluido classico, infatti,

l’unico possibile effetto della rotazione in un superfluido è la generazione di

vortici quantizzati.

Lo studio della nucleazione dei vortici nel condensato e in generale le varie

transizioni di fase alle quali esso va incontro sono studiate da un punto di vista

matematico tramite la minimizzazione di un funzionale di singola particella,

detto funzionale di Gross-Pitaevskii. Abbiamo allora considerato il problema

variazionale ad esso associato, e in particolare l’asintotica dell’energia e dello

stato del sistema per ε → 0, con 1
ε2

coefficiente del termine nonlineare nel

funzionale.

È noto in letteratura che vi sono tre diverse transizioni di fase relative

alla forma del condensato associate a tre velocità critiche di rotazione. In

particolare la prima transizione avviene con la nucleazione del primo vortice,

la seconda con la formazione di una depressione nella densità del condensato

in corrispondenza dell’origine, e la terza con la transizione ad uno stato di

“vortice gigante”.

La terza transizione è quella su cui si è concentrato il nostro lavoro: la

velocità critica ad essa associata viene raggiunta quando Ω è prossimo ad un

valore critico Ω0
ε4

. In questo regime di velocità il condensato è sostanzialmente

confinato in una corona circolare. Per velocità al di sotto del valore critico,

all’interno della corona circolare i vortici sono uniformemente distribuiti,

mentre, superata quella soglia, la corona appare priva di vortici. L’assenza di

vortici fa s̀ı che l’energia dello stato fondamentale sia prossima a quella di

una funzione a simmetria radiale con un vortice unico collocato nell’origine

(vortice gigante).

Il fatto che la funzione d’onda del condensato abbia a grandi linee questa

forma era noto ben al di sopra della velocità critica; il nostro studio invece si

è focalizzato sulla derivazione di una stima precisa per l’energia al fine di

poter identificare esattamente la velocità di transizione allo stato di vortice

gigante. Per fare questo abbiamo usato un funzionale energetico opportuno

ottenuto testando l’energia di Gross-Pitaevskii su stati di vortice gigante con

fase complessiva ignota e successivamente minimizzando rispetto a tale fase.

Questo processo ci ha permesso di ottenere una stima per la fase ottimale



dello stato, e una associata stima dall’alto per il minimo dell’energia di Gross-

Pitaevskii. In particolare abbiamo dimostrato che in prima approssimazione

la fase ottimale è uguale alla velocità angolare del condensato Ω0
ε4

più una

correzione non banale di ordine 1. Abbiamo infatti ricavato l’espressione

esplicita di questa correzione e mostrato che per Ω0 al di sopra di un certo

valore essa ha segno definito (negativo). A tale scopo abbiamo introdotto

un funzionale effettivo ε-indipendente la cui energia approssima quella del

funzionale di vortice gigante e dimostrato stime in norma Lp (con p = ∞
compreso) sulla differenza fra i relativi minimizzatori.

I principali strumenti matematici utilizzati spaziano dalla teoria standard

del calcolo variazionale alla teoria delle equazioni differenziali alle derivate

parziali; più nel dettaglio si sono sfruttate tecniche analitiche per lo studio

di equazioni differenziali di tipo ellittico (principio del massimo, metodo

delle sopra e sottosoluzioni, stime di Sobolev, etc.), elementi di teoria degli

operatori di Schrödinger e strumenti di analisi asintotica.

Il materiale della tesi è organizzato in capitoli. Nel Capitolo 1 è introdotto il

contesto fisico e discussi i fenomeni chiave: condensazione di Bose-Einstein

e superfluidità. Nel Capitolo 2 viene quindi definita la teoria di Gross-

Pitaevskii per condensati in rotazione e discussi i principali aspetti matematici.

Più precisamente si riassume il comportamento asintotico quando ε → 0

dell’energia di Gross-Pitaevskii e dei relativi minimizzatori, con particolare

attenzione alle transizioni di fase e relative velocità critiche. Nel Capitolo 3

ci si è concentrati maggiormente sul regime di rotazione molto rapida, ovvero

per velocità angolari dell’ordine della terza velocità critica. Il problema

matematico trattato nella tesi è qui formulato nel dettaglio. Il Capitolo 4 è

dedicato all’esposizione dei risultati originali di questa tesi, e a commenti

su possibili prospettive future. Le dimostrazioni sono quindi contenute nel

Capitolo 5.
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Notazione

Nel corso del testo molto spesso sono stati utilizzati termini di confronto

asintotico; spieghiamo brevemente la notazione usata.

Supponiamo fε e gε delle quantità reali positive dipendenti da un parametro

ε. Indicheremo:

fε � gε se lim
ε→0

fε
gε

= +∞
fε � gε se gε � fε
fε ∼ gε se lim

ε→0

fε
gε

= c, con 0 < c < +∞
fε . gε se lim

ε→0

fε
gε

= c con 0 < c ≤ 1

fε & gε se gε . fε.

mentre se sono scelte non necessariamente positive, scriveremo:

fε = O(gε) ⇐⇒ esiste C > 0 : |fε| ≤ C|gε|

fε = o(gε) ⇐⇒ lim
ε→0

fε
gε

= 0,

e in particolare definiremo

O(ε∞) :=
⋂
a∈R+

O(εa).
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CAPITOLO 1

Fenomenologia dei Condensati

Nel 1924 l’indiano Satyendra Nath Bose in una lettera indirizzata ad Albert

Einstein gli chiedeva di tradurre e pubblicare un suo lavoro sulla statistica

dei fotoni [B] . Einstein nel leggere il testo si rese subito conto del potenziale

di quel lavoro, e, dopo averlo tradotto, lo propose per la pubblicazione

commentando:

“Secondo la mia opinione la derivazione della formula di Plank da

parte di Bose rappresenta un grande passo avanti. Il metodo usato si

può anche applicare nella teoria quantistica dei gas ideali e io stesso

lavorerò nel dettaglio sull’argomento in pubblicazioni successive.”

Albert Einstein, 19241

Da questo primo testo e da alcuni lavori del medesimo anno e dell’anno

successivo [E] della coppia nascevano le basi per la teoria dei Condensati

di Bose-Einstein.

1.1 Condensazione di Bose-Einstein

È sorprendente che, nonostante la sua natura intrinsecamente quantistica, il

fenomeno della condensazione di Bose-Einstein sia stato predetto da Bose e

Einstein anni prima del definitivo consolidamento della Meccanica Quantistica.

In effetti la comprensione del fenomeno richiede di tenere conto degli effetti

quantistici in ambito statistico; più precisamente2 la condensazione di Bose-

Einstein è la manifestazione più rilevante della statistica quantistica di Bose,

1 “Bose’s Ableitung der Planckschen Formel bedeutet nach meiner Meinung einen

wichtigen Fortschritt. Die hier benutzte Methode liefert auch die Quantentheorie des

idealen Gases, wie ich an anderer Stelle ausführen will” in [B], citato in [PSa], pag 6,

traduzione a cura dell’autore.
2 Si faccia riferimento anche a [Lu], [PSm] e [PSt].
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argomento effettivo del lavoro sopra citato. Assumendo che lo stato di un

sistema di bosoni (particelle quantistiche a spin intero) non-interagenti e privi

di spin debba essere simmetrico sotto scambio di particelle, Bose dedusse

che il numero di occupazione del livello energetico Ei deve essere dato nella

descrizione gran canonica da

ni =
1

e
Ei−µ
κT − 1

,

dove µ ≥ 0 è il potenziale chimico che deve essere fissato imponendo che il

numero totale di particelle sia N , cioè con∑
i∈I

1

e
Ei−µ
κT − 1

= N.

Considerando ad esempio un gas di bosoni tridimensionali non-interagenti

confinati in una scatola grande con condizioni periodiche al bordo, i livelli

energetici di singola particella sono3 Ei = E(k) = k2, dove k sono i momenti

ammissibili per le particelle, ovvero ki = 2π
L Z, con L lato della scatola e

i = 1, 2, 3. In tal caso possiamo in prima approssimazione rimpiazzare la

somma sui livelli energetici
∑

i con un integrale sui momenti k delle particelle:

dato che a bassa temperatura µ ' 0, il numero delle particelle negli stati

eccitati Ne (cioè tali che k 6= 0) è perciò dato da (con ζ(x) la funzione zeta

di Riemann e V = L3 il volume della scatola)

Ne '
V

(2π)3

∫
R3

dk
1

e
k2

κT − 1
=
V (κT )

3
2

2π2

∫ ∞
0

dk
k2

ek2 − 1
=
ζ
(

3
2

)
V (κT )

3
2

8π
3
2

,

cos̀ı che la densità delle particelle ρe := Ne
V negli stati eccitati non può

eccedere un valore massimo dato da 1

4π
3
2
ζ
(

3
2

)
(κT )

3
2 < +∞. Pertanto se

ρ > ρe questo implica che le rimanenti particelle devono occupare il livello

fondamentale relativo a k = 0, dato che deve valere

N = N0 +Ne.

Usando la stima di sopra abbiamo perciò che la frazione di particelle nello

stato fondamentale (ad una particella) sarà data da

N0

N
≥ 1− 1

4π
3
2 ρ
ζ

(
3

2

)
(κT )

3
2 ,

con ρ densità del gas. Quindi quando T → 0, tutte le particelle (o una

frazione prossima a 1 di esse) occupano lo stesso stato k = 0.

3 Porremo qui e nel resto della tesi ~ = 1 e in questo specifico caso anche m = 1
2

per

semplificare la discussione.
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Più in generale, un sistema di bosoni non-interagenti a temperatura prossima

allo zero assoluto si troverà in uno stato in cui tutte o quasi le particelle

occupano lo stato fondamentale Φ del sistema a un corpo. In effetti nel caso

non-interagente tale stato, cioè

Φ(x1)Φ(x2) · · ·Φ(xN ),

coincide con lo stato fondamentale (bosonico) del sistema a N corpi, poiché

per ipotesi l’Hamiltoniana si decompone come

HN =

N∑
i=1

hi

con, ad esempio, hi = p2
i + V (xi) Hamiltoniana ad un corpo. In questo caso

ovviamente Φ sarebbe lo stato fondamentale di h = −∆ + V (x).

Questo tipo di comportamento, che può apparire caratteristico dei sistemi non-

interagenti, si osserva a bassa temperatura anche in presenza di interazione fra

le particelle, purché il gas sia sufficientemente diluito. In questo caso si parlerà

di condensazione di Bose-Einstein quando il numero di occupazione dello stato

fondamentale del sistema ad un corpo è una frazione prossima a 1 del numero

totale di particelle. Si noti che in generale in presenza di interazione non è

più vero che lo stato fondamentale del problema a N corpi fattorizza come

descritto sopra. Però sotto ipotesi di alta rarefazione e bassa temperatura,

ci si può aspettare che tale fattorizzazione sia approssimativamente valida

quando N → +∞ (si veda il Capitolo 2.1).

Il lavoro di Bose e Einstein, seppure teoricamente affascinante, non trovò con-

ferme sperimentali effettive fino al 1995, soprattutto per le difficoltà collegate

allo sforzo di raggiungere le condizioni necessarie affinché si potessero avere

dei fenomeni osservabili: all’epoca infatti non si era in grado di raggiungere

temperature cos̀ı basse. Il risultato fu ottenuto indipendentemente dai gruppi

del Jila e del MIT che riuscirono nel 1995 (si veda [A et al.], [D et al.]) a

produrre con successo un condensato di Bose-Einstein facendo uso di tecniche

innovative per il raffreddamento di particelle, quali in particolare il raffred-

damento per mezzo di laser (laser cooling) o l’evaporative cooling. Questo

lavoro fruttò ai fisici Cornell, Wieman e Ketterle il Nobel nel 2001.

Facciamo notare infine che i condensati hanno un interesse notevole a livel-

lo sperimentale in quanto hanno la caratteristica di evidenziare fenomeni

quantistici a livello macroscopico [F2], evento molto raro in generale.
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1.2 Condensati in rotazione e superfluidità

La condensazione è uno stato della materia che come abbiamo visto si verifica

a basse temperature in un gas di bosoni perfetto. Fra le proprietà più peculiari

dei condensati vi è quella di essere superfluidi [Le2], ovvero di mostrare totale

assenza di viscosità.

Lo stato di un fluido quantistico (come ad esempio un condensato di Bose-

Einstein) è descritto da una funzione d’onda complessa Ψ(x). La velocità

angolare (momento angolare) del fluido è sostanzialmente codificata nella fase

della funzione d’onda poiché il momento angolare è non nullo solo se tale fase

è non banale4. Ma una fase non banale attorno ad un punto, cioè con numero

di avvolgimento non nullo attorno a tale punto, implica l’annullamento di Ψ

nel punto stesso (vortice). Inoltre, essendo Ψ una funzione a valori univoci, il

numero di avvolgimento o grado topologico della sua fase attorno a qualsiasi

punto deve essere un multiplo intero di 2π, il che implica la quantizzazione

della circuitazione attorno al vortice. Per questo l’unica possibile risposta di

un superfluido alla rotazione è la creazione di vortici quantizzati.

Molta della ricerca effettuata in laboratorio si è concentrata proprio sull’a-

nalisi di un condensato intrappolato in rotazione più o meno rapida e sulla

conseguente generazione di vortici nello stesso [ARVK], [M et al.], [MCWD],

[R et al.].

È significativo sottolineare come lo studio di questa materia sia avanzato

rapidamente nel corso dell’ultimo ventennio, e che oggi sia uno dei cam-

pi più fertili di ricerca della fisica5 e della fisica matematica (si veda per

approfondimento anche [A]).

4 Ricordiamo che in coordinate polari opportune l’operatore momento angolare rispetto

all’asse di rotazione si può scrivere nella forma L = −i∂θ.
5 Si veda ad esempio [ABD], [AD], [BR], [CD], [D], [DK], [F2], [FJS], [FB], [FZ], [JK],

[JKL], [KTU], [KB], [KF], [Lu].
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CAPITOLO 2

Aspetti Matematici:

la Teoria di Gross-Pitaevskii

2.1 Condensati in rotazione

Il contesto generale nel quale studieremo il fenomeno della superfluidità nei

condensati in rotazione è quello della Teoria di Gross-Pitaevskii, che prende

il nome da Eugene P. Gross e Lev P. Pitaevskii che per primi ricavarono il

funzionale per calcolare l’energia di un gas di bosoni in rotazione [G1, G2, P].

Questo funzionale oggi viene chiamato funzionale di Gross-Pitaevskii e

per un condensato in rotazione in due dimensioni esso è dato da1

EGP
fis [Ψ] :=

∫
R2

dr

{
1

2
|(∇− iArot)Ψ|2 +

+

(
V (r)− 1

2
Ω2

rotr
2

)
|Ψ|2 +

1

ε2
|Ψ|4

}
(2.1)

con V potenziale intrappolante, Ωrot velocità di rotazione del condensato e

Arot un potenziale vettore associato alla rotazione, che in coordinate polari

è della forma

Arot := Ωrot ∧ r = Ωrotreθ

con

eθ :=

(
− sin θ

cos θ

)
.

Si può dimostrare2 che in opportuni limiti di scala tale funzionale approssima

l’energia per particella di un gas diluito di bosoni in rotazione a basse

temperature.

1 In generale rappresenteremo in grassetto i vettori e in caratteri normali gli scalari,

cioè r = |r|.
2 Si veda [BCPY], [LS], [S2] per la derivazione rigorosa di questo funzionale per

condensati in rotazione.
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Consideriamo infatti il sistema di N bosoni descritto dall’Hamiltoniana

HN :=
N∑
i=1

H
(i)
0 +

∑
1≤i<j≤N

vN (xi − xj)

dove H0 = −1
2(∇ − iArot)

2 + V rappresenta l’Hamiltoniana di singola

particella e vN rappresenta l’interazione fra le particelle, che tipicamente si

assume essere repulsiva. Si parla di limite di Gross-Pitaevskii nel caso in

cui si consideri il limite N → +∞ mantenendo costante il prodotto fra N

e la lunghezza di scattering, come, ad esempio, per un potenziale riscalato

della forma vN (x) = N2v(Nx) con v indipendente da N e con lunghezza di

scattering g > 0. In questo limite lo studio di HN è legato alla minimizzazione

dell’energia di Gross-Pitaevskii e in questo parallelo l’intensità del potenziale

di campo medio (coefficiente del termine quartico in (2.1)) è proporzionale

alla lunghezza di scattering g. Questo limite è stato studiato in [LS] a Ω

velocità di rotazione e ε costante di accoppiamento fissate, ma rimane per lo

più (si veda [BCPY]) un problema aperto la derivazione dello stesso modello

nel limite di Ω � 1 e/o ε � 1. In particolare il regime ε � 1, anche

detto di Thomas-Fermi è particolarmente rilevante nel confronto con i dati

sperimentali come si osserva, dopo gli opportuni cambiamenti di scala, con

un semplice confronto con le misure sperimentali.

La scelta di considerare un condensato bidimensionale è motivata dal contesto

sperimentale. Tipicamente si considerano infatti trappole il cui confinamento

nella terza direzione è o molto forte oppure sostanzialmente assente. Nel

primo caso EGP fornisce l’energia del sistema mentre nel secondo si sfrutta

l’invarianza per traslazioni nella terza coordinata per ottenere EGP come

energia per sezione del condensato.

Inoltre nella maggior parte delle situazioni sperimentali il potenziale è radiale

e quadratico (armonico). Un potenziale di questa forma però non consente

in generale velocità arbitrarie per il condensato. Essendo infatti competitivo

rispetto alla rotazione, esisterà una velocità critica oltre la quale la massa

del condensato non sarà più confinata e le particelle riusciranno a sfuggire

alla trappola. Per velocità prossime alla frequenza armonica della trappola

si osserva in questo caso un comportamento tipo effetto Hall quantistico

[AB, ABN] il cui studio esula dagli scopi di questa tesi.

Nel 2001 in [F1] viene proposta l’idea di studiare allora un potenziale in-

trappolante che ad una componente quadratica affiancasse una componente

quartica, cioè un potenziale della forma

V (r) := r2 + kr4.
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Un tale potenziale poteva teoricamente intrappolare il condensato per qual-

siasi velocità ed essere una migliore approssimazione di trappole realistiche

per le quali un’espansione puramente quadratica attorno al minimo fosse

troppo semplicistica.

Esperimenti con potenziali di questo tipo sono stati poi realizzati dal gruppo

di ricerca dell’ENS (École Normale Supérieure di Parigi) in [BSSD] e [SBCD],

e questa esperienza ha generato un vasto interesse per l’argomento che ha

fatto produrre anche molti esperimenti al riguardo, rivelando la ricca struttura

dei condensati in rotazione.

Nel corso di questo lavoro si è considerato un potenziale V della forma

V (r) := krs

con k > 0 e s > 2, che rappresenta il caso classico di un potenziale anarmonico.

Questo modello si dice con potenziale soft, ma facciamo notare che dei

risultati analoghi a quelli di seguito esposti per un potenziale di questa

forma si possono dimostrare anche per un modello differente. Si può infatti

supporre il condensato completamente confinato in un disco finito, situazione

che idealmente è analoga a pensare s = +∞ e rappresenta un potenziale hard,

e studiare lo stesso problema. Naturalmente in un problema di questa forma

bisogna imporre le giuste condizioni al contorno, che in questo caso sono di

tipo Dirichlet o Neumann a seconda del modello che si voglia studiare. Come

si può vedere in [CPRY4, CPRY5, CDY1, CRY, CY, R2], il comportamento

del modello è molto simile e faremo comunque riferimento a questo nel corso

della trattazione.

Fra i risultati noti in letteratura meritano di essere menzionati in questo

contesto anche i due lavori [R2] e [AAB]. Nel primo si studia la transizione

ad uno stato di vortice gigante ad ε fissato quando Ω tende a +∞; nel

secondo invece lo stato di vortice gigante è prodotto dalla presenza di una

trappola opportuna (ε-dipendente) che confina il condensato in una corona

circolare, ma le velocità angolari considerate sono molto più basse (dell’ordine

di | log ε|).

2.2 Velocità critiche e transizioni di fase

Da ora in avanti considereremo dunque la seguente energia:

EGP
fis [Ψ] :=

∫
R2

dr

{
1

2
|(∇− iArot)Ψ|2 +

(
V (r)− 1

2
Ω2

rotr
2

)
|Ψ|2 +

1

ε2
|Ψ|4

}
7



con

Arot := Ωrot ∧ r = Ωrotreθ, V (r) := krs,

k > 0 e s > 2, nel regime asintotico ε→ 0.

L’analisi effettiva del condensato in rotazione3 consiste nello studiare la

minimizzazione di EGP
fis su di un opportuno dominio

DGP :=
{

Ψ ∈ H1(R2), rs|ψ|2 ∈ L1(R2), ‖Ψ‖2 = 1
}

e quindi lo stato del condensato è rappresentato dal minimizzatore dell’energia

su DGP, cioè lo stato ψGP tale che4

EGP
fis := inf

ψ∈DGP
EGP

fis [ψ] = EGP
fis [ψGP].

Quando mettiamo in rotazione un condensato, esso attraversa varie fasi:

• inizialmente il condensato ruota ma la rotazione non ha effetti;

• successivamente, quando Ωrot oltrepassa una velocità critica Ωc1 , vi è

la formazione di un singolo vortice nell’origine;

• aumentando la velocità angolare si formano altri vortici che si vanno

a distribuire uniformemente nel condensato5; ci si aspetta inoltre che

in questo regime i vortici si distribuiscano in un reticolo triangolare

regolare (detto reticolo di Abrikosov) ma questo è ancora un problema

interamente aperto dal punto di vista matematico;

• raggiunta una seconda velocità critica Ωc2 il condensato forma una

cavità nella distribuzione della sua massa che va ad assumere una forma

ad anello;

• incrementando ancora la velocità di rotazione i vortici restano comun-

que distribuiti nell’anello in modo uniforme fino a quando non viene

raggiunta una terza velocità critica Ωc3 e i vortici all’interno dell’anello

svaniscono completamente; vi sono ancora dei vortici nella zona in cui la

massa del condensato è esponenzialmente piccola, ma sono assimilabili

in termini di energia ad un unico vortice complessivo.

3 Si veda anche [S1].
4 L’esistenza di un minimizzatore segue da argomenti standard, si veda ad esempio

[LSSY] o [S1].
5 Questo è stato dimostrato nel caso di potenziali hard in [CPRY1] e [CY] rispettivamente,

e per potenziali soft in [CPRY3].
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Nello studio specifico di questi problemi sono utili vari riscalamenti delle

lunghezze, al fine di estrarre un comportamento asintotico non banale. Ci si

aspetta infatti che dopo un opportuno riscalamento il funzionale di Gross-

Pitaevskii sia ben rappresentato da un funzionale effettivo di tipo Thomas-

Fermi.

2.2.1 Prima velocità critica e primo riscalamento

Il primo riscalamento che definiamo varrà fintantoché consideremo velocità

dell’ordine

Ωrot . ε−
s−2
s+2 .

Definiamo

Rε := (kε2)−
1
s+2 ,

e scrivendo6

x :=
1

Rε
r, ψ(x) := RεΨ(r),

ω := R2
εΩrot, Aω := RεArot = ωxeθ,

possiamo scrivere l’energia come

EGP
fis [Ψ] =

1

R2
ε

EGP
ω [ψ]

con

EGP
ω [ψ] :=

∫
R2

dx

{
1

2
|(∇− iAω)ψ|2 +

1

ε2

[
xs|ψ|2 − 1

2
ε2ω2x2|ψ|2 + |ψ|4

]}
e definire

EGP
ω := inf

ψ∈DGP
EGP
ω [ψ].

Quando ε→ 0 si può dimostrare [CDY2, CY, IM2] che il funzionale di Gross-

Pitaevskii può essere approssimato da un funzionale di tipo Thomas-Fermi,

definito come

FTF
ω [ρ] :=

1

ε2

∫
R2

dx

[
(xs + ρ) ρ− 1

2
ε2ω2x2ρ

]
minimizzato sul dominio

DTF :=
{
ρ ∈ L2(R2), ‖ρ‖1 = 1 : ρ ≥ 0, xsρ ∈ L1(R2)

}
6 Notiamo che questo riscalamento della funzione Ψ in ψ non ne cambia la norma in

L2(R2), ma che se ψ varia su scala di ordine 1 (come sarà) allora Ψ −−−→
ε→0

0.
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con

ETF
ω := inf

ρ∈DTF
FTF
ω [ρ].

Si dimostra facilmente (analogamente a quanto fatto anche in questo testo,

si veda ad esempio la dimostrazione della Proposizione 5.1.1) che il minimo

è raggiunto e che il minimizzatore, a meno di sceglierlo positivo, è unico. Se

chiamiamo tale minimizzatore ρTF
ω allora esso è esplicito e della forma

ρTF
ω :=

1

2

[
ε2µTF

ω − xs +
1

2
ε2ω2x2

]
+

dove µTF
ω è fissato in modo che ρTF

ω abbia norma unitaria. Facendo uso di

questo funzionale si dimostra dunque un primo risultato riguardo l’energia

del condensato (Teorema 3.1 in [CDY2]).

Teorema (CDY). Se ω � ε−1 allora si ha

EGP
ω = ETF

0 + o
(
ε−2
)
,

ed inoltre, se ψGP
ω è un qualsiasi minimizzatore per EGP

ω∥∥∥|ψGP
ω |

2 − ρTF
0

∥∥∥
2

= o(1).

Questo teorema ci permette di capire che la forma assunta dal condensato

è legata alla forma del minimizzatore di Thomas-Fermi senza rotazione

fintantoché ω � ε−1, ed in particolare si riesce a dimostrare anche che ψGP
ω

è esponenzialmente piccola al di fuori del supporto di ρTF
0 (si ottengono cioè

stime simili a quella del Teorema 3.2 in [CDY2]).

Dato che la prima velocità critica è data da [AJR, IM1, IM2]

Ωc1 ∝ ε
4
s+2 | log ε|

allora avremo che ad essa sarà associata una relativa velocità critica

ωc1 ∝ | log ε|.

Per Ωrot < Ωc1 , e conseguentemente per ω < ωc1 , abbiamo che il condensato

non presenta vortici ed anzi, a meno di una fase, il minimizzatore dell’energia

è lo stesso del caso senza rotazione (come mostrato in [AJR]). Inoltre si ha

che in particolare la velocità critica è della forma ωc1 = ω0| log ε| con

ω0 :=
π

2

(
2(s+ 2)

πs

) s
s+2
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e di conseguenza Ωc1 = 1
R2
ε
ωc1 (si veda l’equazione (1.13) in [CR]).

Lo stesso tipo di comportamento si può notare anche nel caso in cui il

condensato si supponga confinato in un disco. In quel caso, non essendo

necessario nessun riscalamento, la velocità critica è dell’ordine di | log ε|,
risultato coerente con l’idea che il modello di condensato vincolato non è

altro che un potenziale in cui s = +∞.

Superata la soglia critica di ωc1 , vi è la nucleazione di un primo vortice

nell’origine e successivamente il numero di vortici continua a crescere con ω,

restando però uniformemente limitato se ω = ωc1 | log ε|(1 + o(1)). Quando

invece ω = ω̄| log ε| con ω̄ > ωc1 il numero di vortici diverge quando ε→ 0,

ma allo stesso tempo essi restano confinati in una sottoregione del domi-

nio supp
(
ρTF

0

)
occupata dal condensato. In [CR] è stata ricavata la forma

esplicita della densità di vorticità.

Quando ω � | log ε| i vortici occupano l’intero dominio del condensato ed

inoltre si può dimostrare che vale la seguente stima (Teorema 1.1 in [CPRY3])

con ωc2 ∝ ε−1 e il cui valore esplicito vedremo in seguito.

Teorema (CPRY). Per | log ε| � ω ≤ ωc2 si ha

EGP
ω = ETF

ω +
1

2
ω
∣∣log

(
ε2ω
)∣∣ (1 + o(1)).

Da questo segue che il minimizzatore di Gross-Pitaevskii è vicino alla radice

del minimizzatore di Thomas-Fermi, cioè vale l’equazione (1.39) in [CPRY3] e

ψGP
ω continua ad essere esponenzialmente piccola in ε al di fuori di supp

(
ρTF
ω

)
:∥∥∥|ψGP

ω |
2 − ρTF

ω

∥∥∥
2

= o(1).

In questo regime si ha inoltre che la vorticità è uniformemente distribuita

all’interno di supp
(
ρTF
ω

)
come si vede nel Teorema 1.2 in [CPRY3].

Per i condensati confinati in un disco con condizioni al contorno valgono dei

risultati quasi identici, illustrati per le condizioni di Neumann in [CY] e per

le condizioni di Dirichlet in [CPRY1]. Sottolineiamo il fatto che, come era

prevedibile, la stima per l’energia nel caso Dirichlet è leggermente più alta

degli altri casi.

2.2.2 Seconda velocità critica

La seconda velocità critica di rotazione per il condensato si ha quando il

profilo di Thomas-Fermi crea una cavità all’interno della sua distribuzione.
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Essa è della forma

Ωc2 ∝ ε
4
s+2
−1

ed è definita a partire da una seconda velocità critica per ω:

ωc2 ∝ ε−1.

Infatti in questo regime abbiamo che ρTF
ω è della forma

ρTF
ω =

1

2

[
ε2µTF

ω − xs +
1

2
ε2ω2x2

]
+

.

Per avere che un profilo di questa forma si annulli nell’origine si deve verificare

che µTF
ω ≤ 0. Per trovare allora la velocità critica per la quale ciò accade

cerchiamo ωc tale che µTF
ωc

= 0. La condizione di norma unitaria ci dà

1 =

∫
R2

dx
1

2

[
−xs +

1

2
ε2ω2

cx
2

]
+

= π

∫ +∞

0
dx x3

[
1

2
ε2ω2

c − xs−2

]
+

.

Se ora indichiamo con x̄ :=
(

1
2ε

2ω2
c

) 1
s−2 abbiamo

1 = π

∫ x̄

0
dx x3

[
x̄s−2 − xs−2

]
=
π(s− 2)

4(s+ 2)
x̄s+2 ⇒ x̄ =

[
4(s+ 2)

π(s− 2)

] 1
s+2

e dunque

ωc =
√

2x̄
s−2

2 ε−1 =
√

2

[
4(s+ 2)

π(s− 2)

] s−2
2(s+2)

ε−1 = 2
s
s+2

[
4(s+ 2)

π(s− 2)

] s−2
2(s+2)

ε−1.

che rappresenta la seconda velocità critica per ω.

Non appena Ωrot > Ωc2 si forma una cavità nella distribuzione di massa del

condensato e dunque di un anello in cui la massa è concentrata; si forma cioè

un’area intorno all’origine in cui lo stato del condensato è esponenzialmente

piccolo e possiamo quindi identificare una seconda transizione di fase; in altre

parole vale la seguente Proposizione (Proposizione 1.1 in [CPRY3]).

Proposizione (CPRY). Se esiste Ω0 tale che Ωrot ≥ Ω0ε
4
s+2
−1 > Ωc2,

allora esiste 0 < xc < 1 tale che per ogni 0 ≤ x ≤ xc si ha∣∣ΨGP(x)
∣∣ = O(ε∞).

Anche nel caso di condensato in un disco si evidenzia la stessa transizione di

fase e di nuovo la velocità di transizione è coerente con l’ipotesi di potenziale

infinito, cioè la velocità di rotazione critica è dell’ordine di ε−1.
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2.2.3 Terza velocità critica e secondo riscalamento

Per studiare la terza transizione si usa un secondo riscalamento valido per

velocità di rotazione dell’ordine di

Ωrot & ε−
s−2
s+2 .

Quando infatti ω � ε−1 il dominio occupato dal condensato, ovvero il

supporto di ρTF
ω , si stringe a 0. Più precisamente tende all’anello su cui il

potenziale generato dalla trappola e dalla rotazione ha un minimo. Conviene

perciò riscalare le lunghezze attorno a tale raggio Rm dato da

Rm :=

(
Ω2

rot

sk

) 1
s−2

e denotando

x :=
1

Rm
r, ψ(x) := RmΨ(r),

Ω := R2
mΩrot, AΩ := RmArot = Ωxeθ

possiamo scrivere l’energia come7

EGP
fis [Ψ] =

1

R2
m

[
EGP

Ω [ψ] + Ω2

(
1

s
− 1

2

)]
con

EGP
Ω [ψ] :=

∫
R2

dx

{
1

2
|(∇− iAΩ)ψ|2 + Ω2W (x)|ψ|2 +

1

ε2
|ψ|4

}
e con il nuovo potenziale dato da

W (x) :=
xs − 1

s
− x2 − 1

2
.

Notiamo che abbiamo riscalato il potenziale in modo tale che esso sia positivo

e abbia un minimo in x = 1.

Notiamo anche che il rapporto fra i due riscalamenti è dato da

Ωrot = (kε2)
2
s+2ω = (sk)

2
s+2 Ω

s−2
s+2 =⇒ ω = s

2
s+2 ε−

4
s+2 Ω

s−2
s+2

e in particolare

Ωrot ∼ ε−
s−2
s+2 ⇐⇒ ω ∼ ε−1 ⇐⇒ Ω ∼ ε−1.

7 Notiamo che per l’uguaglianza è essenziale che stiamo testando il funzionale energia

su stati normalizzati.
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In questo regime il funzionale di Thomas-Fermi assume la forma di

FTF
Ω [ρ] :=

∫
R2

dx

[
Ω2W (x)ρ+

1

ε2
ρ2

]
e se come sopra lo minimizziamo su DTF otteniamo

ETF
Ω := inf

ρ∈DTF
FTF

Ω [ρ].

A questo punto vale il seguente teorema (sempre 1.1 in [CPRY3]).

Teorema (CPRY). Se Ωc = R2
mR
−2
ε ωc2 allora per Ωc ≤ Ω� ε−4 si ha

EGP
Ω = ETF

Ω +
1

2
Ω
∣∣log

(
ε4Ω

)∣∣ (1 + o(1)).

In particolare finché Ω � ε−4 ogni minimizzatore ψGP
Ω continua ad essere

vicino a ρTF
Ω e i vortici ad essere uniformemente distribuiti all’interno del

supporto di ρTF
Ω .

Quello che succede a questo punto è che quando Ωrot ∼ Ωc3 con

Ωc3 ∝ ε
−4 s−2

s+2

cioè nel regime in cui

Ω ∼ ε−4

vi è una terza transizione di fase e accade che nell’anello in cui è concentrata

la massa i vortici scompaiono completamente.

Per i condensati in un disco la situazione è leggermente diversa. Infatti la

velocità di transizione stavolta è dell’ordine di (ε2| log ε|)−1
, in disaccordo

con il valore di ε−4 che ci saremmo aspettati dal limite per s = +∞. Questo

è legato ad un fenomeno specifico dell’impostazione che abbiamo dato al

problema; infatti nel nostro caso la scomparsa dei vortici è legata ad una

questione dimensionale, nel senso che lo spessore dell’anello diventa troppo

sottile per contenere dei vortici che quindi scompaiono, mentre per potenziali

hard la scomparsa dei vortici è interamente dovuta a ragioni energetiche (si

vedano [CRY, CPRY1, R2]).

Il nostro problema si colloca in questo ambito, e dunque l’energia che

studieremo da ora in poi sarà EGP
Ω .
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CAPITOLO 3

Formulazione del Problema:

Regime di Vortice Gigante

Da qui in avanti considereremo

Ω =
Ω0

ε4
.

Definiamo allora il funzionale di Gross-Pitaevskii come

EGP
Ω [ψ] :=

∫
R2

dx

{
1

2
|(∇− iAΩ)ψ|2 + Ω2W (x) |ψ|2 +

1

ε2
|ψ|4

}
(3.1)

definito su funzioni ψ in H1
(
R2
)
, con

W (x) :=
xs − 1

s
− x2 − 1

2
, s > 2,

AΩ := Ωxeθ, Ω > 0.

Minimizziamo questo funzionale sul dominio definito come

DGP :=
{
ψ ∈ H1(R2), xs|ψ|2 ∈ L1(R2), ‖ψ‖22 = 1

}
e definiamo il minimo dell’energia come

EGP
Ω := inf

ψ∈DGP
EGP

Ω [ψ] = EGP
Ω [ψGP].

Il primo problema che ci poniamo è

Problema 1. Quale forma assume il minimizzatore per Ωrot ≥ Ωc3?

In particolare vorremmo riuscire a mostrare che oltre Ωc3 vi è un anello della

forma

A := {x ∈ R, |1− x| = o(1)}
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tale da contenere la massa del condensato a meno di errori di ordine più alto

e nel quale il minimizzatore non contenga vortici. L’esistenza di A è in realtà

garantita dalla Proposizione 3.1 in [CPRY3], che ci permette di fissarne la

larghezza in modo proporzionale a ε2| log ε|.

L’assenza di vortici (zeri) di ψGP in A per Ω > Ωc3 implica che la funzione

può essere decomposta in questa regione come prodotto di una funzione

radiale (che sarà il “profilo di vortice gigante” o di giant vortex) per una fase

intera, cioè

ψGP(x) ∼ f(x)eiγθ.

Possiamo allora riformulare meglio il Problema 1.

Problema 2. Quali sono il profilo f e la fase γ ottimali per il regime di

giant vortex?

In generale l’energia del giant vortex differirà da EGP
Ω , però, con stime dall’alto

e dal basso dell’energia, ci aspettiamo di riuscire a dimostrare che sopra

Ωc3 tali valori siano asintoticamente vicini e in questo caso ψGP sarà ben

rappresentata da uno stato con un unico vortice nell’origine (da cui la dicitura

di “vortice gigante”). In questo lavoro ci siamo dedicati a mostrare la stima

dall’alto, un upper bound per l’energia.

Notiamo che un qualsiasi risultato di questo tipo non potrà mai produrre un

minimizzatore esatto. Infatti nella stima facciamo uso di una funzione test

radiale, ma se anche fosse vero che all’interno di A il minimizzatore è vicino

ad una funzione radiale, questo non sarebbe possibile al suo esterno. Infatti il

Teorema 1.6 in [CPRY1] ci assicura che qualsiasi minimizzatore dell’energia

di Gross-Pitaevskii non può essere invariante per rotazioni, nemmeno per

Ω > Ωc3 .

Ora, cercare un minimizzatore con vortice unico nell’origine vuol dire cer-

carlo della forma ψ(x) = f(x)eiγθ con f reale. Affinché ψ sia ben definita

assumiamo che γ ∈ Z con γ 6= 0.

3.1 Funzionale di giant vortex

Scegliamo dunque come ansatz una funzione definita come sopra e calcolia-

mone l’energia. Abbiamo allora:

EGP
Ω

[
feiγθ

]
=

∫
R2

dx

{
1

2

∣∣∣(∇− iAΩ)
(
feiγθ

)∣∣∣2 + Ω2W (x)f2 +
1

ε2
f4

}
.
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Ricordando che possiamo scrivere il gradiente di feiγθ come

∇
(
feiγθ

)
= (∇f) eiγθer +

iγ

x
feiγθeθ

allora possiamo riscrivere il primo termine:

1

2

∣∣∣(∇− iAΩ)
(
feiγθ

)∣∣∣2 =
1

2

∣∣∣∣(∇f) eiγθer +
iγ

x
feiγθeθ − iΩxfeiγθeθ

∣∣∣∣2 =

=
1

2
|∇f |2 +

1

2

(γ
x
− Ωx

)2
f2 =

1

2
|∇f |2 +

Ω2

2x2

(
x2 − γ

Ω

)2
f2

Risulta naturale introdurre un ulteriore funzionale, il cosiddetto funzionale

di vortice gigante (o funzionale di giant vortex):

Egv
γ [f ] := EGP[feiγθ] =

∫
R2

dx

{
1

2
|∇f |2 + Ω2U(x)f2 +

1

ε2
f4

}
(3.2)

con U definito come

U(x) :=
1

2

(
x2 − γ

Ω

)2 1

x2
+
xs − 1

s
− x2 − 1

2

che minimizzeremo su un opportuno dominio

Dgv
γ :=

{
f ∈ H1(R2), f = f∗, xsf2 ∈ L1(R2), ‖f‖22 = 1

}
,

Egv
γ := inf

f∈Dgv
γ

Egv
γ [f ].

Notiamo che questo funzionale è in realtà un funzionale di funzioni a valori

reali e soprattutto che resta ben definito anche per γ reali e non necessa-

riamente interi. L’idea alla base del nostro lavoro è di cercare il minimo

dell’energia Egv
γ e il relativo minimizzatore e successivamente minimizzare

questo suddetto minimo Egv
γ rispetto a γ ∈ R.

Dato che ora γ rappresenta la velocità angolare del condensato in rotazione,

è naturale scegliere γ := Ω + δ, e successivamente cercare δ∗ critico tale che

il relativo minimo dell’energia sia minimo, o più semplicemente tale che

Egv
Ω+δ∗

= inf
δ∈R

Egv
Ω+δ.

Si noti che a priori possiamo aspettarci che δ∗ possa essere non unico. Tuttavia

ad ogni valore δ∗ resterà associata una funzione f∗ minimizzante per Egv
γ , e

saranno queste che vorremo usare per la stima dall’alto. Cercheremo cioè di

dare una risposta ai seguenti problemi specifici, che a loro volta risolvono il

Problema 2.
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Problema 3. Qual è il valore di δ∗?

Problema 4. Qual è il profilo del minimizzatore associato a δ∗? Quanto

vale la sua energia?

Problema 5. Che stima possiamo avere su EGP
Ω in termini di Egv

δ∗
?

3.2 Lo stato dell’arte

Il fatto che per Ω ∼ 1
ε4

vi sia una effettiva transizione di fase è stato mostrato

in [CPRY3]; in quel contesto si è introdotto un funzionale di giant vortex

leggermente differente dato da1 Ẽgv = Egv
bΩc e si è mostrato che esso approssima

bene l’energia di Gross-Pitaevskii quando Ω = Ω0
ε4

per Ω0 sufficientemente

grande.

Più precisamente, se definiamo

Ẽgv := inf
f∈Dgv

bΩc

Ẽgv[f ] = Egv
bΩc

allora vale il seguente teorema (1.4 in [CPRY3]).

Teorema (CPRY). Esiste una costante finita Ω0 tale che per ogni Ω0 ≥ Ω0

si ha

EGP
Ω =

1

ε4
Ẽgv +O(| log ε|

9
2 ).

Facendo uso di questo teorema in [CPRY3] si fa anche vedere che se definiamo

Ã :=

{
x ∈ R2 : |x− 1| ≤ c | log ε|

1
2

Ω
1
2

}
, con 0 < c <

2

√
2

s
,

e se chiamiamo g̃gv il minimizzatore per il funzionale Ẽgv, cioè la funzione

g̃gv ∈ Dgv
bΩc tale che Ẽgv[g̃gv] = Ẽgv, allora vale il seguente teorema (1.3 di

[CPRY3]).

Teorema (CPRY). Esiste una costante Ω0 (la stessa del teorema preceden-

te) tale che se Ω0 ≥ Ω0 nessun minimizzatore ψGP di EGP si annulla in Ã, e

in particolare per ogni x ∈ Ã∣∣ψGP(x)
∣∣ = g̃gv

(
1 +O(| log ε|−a)

)
per ogni a > 0.

1 Con b·c intenderemo la parte intera.
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L’utilizzo del funzionale di giant vortex per approssimare la soluzione ottimale

per velocità prossime alla terza velocità critica è stato precedentemente

introdotto in [CPRY1] e in [CRY] nei contesti differenti descritti in precedenza.

Le tecniche usate per l’approssimazione del minimizzatore di Gross-Pitaevskii

per mezzo di quello di giant vortex sono molto simili a quelle introdotte in

[CPRY3] ma si differenziano chiaramente per la diversa scelta di γ.

In [CPRY3] infatti si è sfruttato il fatto che per Ω0 sufficientemente grande

il profilo del minimizzatore cambia natura rispetto al minimizzatore di

Thomas-Fermi (che era valido fintantoché Ω� 1
ε4

) approssimando un profilo

gaussiano.

La scelta di γ come bΩc in [CPRY3] è confermata dalla stima del Teorema

seguente (Teorema 1.5).

Teorema (CPRY). Se Ω0 > Ω0 (la stessa dei teoremi precedenti) e R è un

qualsiasi raggio tale che

R = 1 +O
(

1√
Ω

)
,

allora2

deg(ψGP, ∂BR) = Ω +O
(

Ω0| log ε|
9
4

)
.

Questo tuttavia non esclude correzioni più piccole di | log ε|
9
4 . La rimozione

di ogni vincolo su γ ∈ R e la successiva ottimizzazione dell’energia di vortice

gigante rispetto a tale parametro effettuati nella nostra analisi vanno proprio

nella direzione di calcolare le correzioni ottimali al valore bΩc.

Il nostro approccio vuole essere cioè più costruttivo: idealmente vorremmo

trovare il più piccolo valore asintoticamente esatto della velocità angolare

per il quale le stime dall’alto e dal basso dell’energia coincidano. Ovviamente

questo richiederebbe la dimostrazione di un lower bound per l’energia che

esula dallo scopo di questa tesi. Ci si aspetta infatti che non tanto dalla

stima dall’alto (che non identificherà un valore soglia per Ω0) quanto da

quella dal basso possano comparire delle condizioni che determinino quale

sia il valore critico di Ω0, sotto il quale la stima dall’alto benché valida non

2 Ricordiamo che deg(f, ∂BR(x0)) indica il grado topologico di una funzione attorno ad

un punto x0 e rappresenta il numero di “avvolgimenti” della funzione attorno a x0. Più

precisamente, se f 6= 0 su ∂BR(x0)) allora

deg(f, ∂BR(x0)) = − i

2πR

∫
∂BR(x0)

dσ
|f |
f

∂

∂r

(
f

|f |

)
.
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sarà più significativa. Ci si aspetta inoltre che tale valore critico identifichi

univocamente la terza velocità angolare critica Ωc3 .

Concludiamo questa parte sottolineando il fatto che per Ωrot � Ωc3 il

condensato non va più incontro ad ulteriori transizioni di fase e che, anche

se si potrebbe pensare che il condensato a questo punto abbia riacquistato la

suasimmetriaperrotazioni,in[CPRY3]èstatodimostratocheperΩrot �
| log ε| nessun minimizzatore di EGP

fis è autostato dell’operatore momento (in

particolare si veda il Teorema 1.6).
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CAPITOLO 4

Contributi Originali: Ottimizzazione di Egv

4.1 Risultati principali

Fissiamo da adesso in poi il raggio del nostro anello come ε2η con η =
η0

2
√

Ω0
| log ε| dove η0 > 0 è un numero arbitrariamente grande ma indipendente

da ε; allora l’anello considerato sarà

Aη :=
{
x ∈ R2, |1− x| ≤ ε2η

}
.

Infatti la Proposizione 3.1 in [CPRY3] ci garantisce che∣∣ψGP(r)
∣∣2 ≤ Cε 1

2
η0−2

per r in R2 \Aη e quindi, prendendo η0 grande a piacere, il minimizzatore

di Gross-Pitaevskii sia esponenzialmente piccolo al di fuori della corona. Di

conseguenza la massa del condensato è concentrata in Aη cos̀ı come la sua

energia. Il problema che inizialmente minimizziamo è dunque della forma

E2d
δ [f ] =

∫
Aη

dx

{
1

2
|∇f |2 + Ω2Uδ(x)f2 +

1

ε2
f4

}
con

Uδ(x) :=
1

2

(
x2 − 1− δ

Ω

)2

+
xs − 1

s
− x2 − 1

2

ma, dopo successivi riscalamenti e traslazioni, arriviamo al problema effettivo

di minimizzazione di

Egv
β [g] :=

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

{
1

2
[g′]2 +

(
Wβ(y) + ε2u(y)

)
g2 +

1

2π
g4

}
con Wβ e u definite come

Wβ :=
1

2(1 + ε2y)2

(
α2y2 − 2α2βy +

α4β2

4Ω2
0

− ε2α2βy

)
,
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u(y) =
α2(α2 − Ω2

0)y3

6Ω2
0(1 + ε2y)2 +

(α2 − 3Ω2
0)(2α2 − 5Ω2

0)ε2y4

6Ω2
0(1 + ε2y)2 +

+
(α2 − 3Ω2

0)(α2 − 4Ω2
0)ε4y5

6Ω2
0(1 + ε2y)2 +

Ω2
0

ε6
ϕ(1 + ε2y)

sul dominio

Dgv
β :=

{
g ∈ H1

η : g = g∗,

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)g2 = 1

}
.

Inoltre β è a sua volta un riscalamento di δ dato da

β :=
2δε2

Ω0(s+ 2)

e α è un parametro dato da

α2 = Ω2
0(s+ 2).

Ora studiamo la minimizzazione di Egv
β e dimostriamo il primo risultato

importante.

Teorema 4.1.1. Esiste un unico valore β∗ di minimo per Egv
β ; esso è tale

che se definiamo

V =
1

2
α2

∫ η

−η
dy y2g2

β∗ , Q =
1

2π

∫ η

−η
dy g4

β∗ ,

allora

β∗ = −ε2 4

Ω2
0(s2 − 4)

[
(s− 2)V −Q+O(ε2)

]
e il corrispondente valore δ∗ è tale che

δ∗ = − 2

Ω0(s− 2)

[
(s− 2)V −Q+O(ε2)

]
.

A questo punto le correzioni legate a β∗ in Egv
β sono dell’ordine di ε2 quindi,

almeno formalmente, ci aspetteremmo che il problema di riferimento fosse

determinato dalla minimizzazione del funzionale

E lim[g] :=

∫
R
dy

{
1

2
[g′]2 +

α2

2
y2g2 +

1

2π
g4

}
ottenuto da Egv

β∗
nel limite ε→ 0. Questo problema non dipende più da ε e

con stime dall’alto e dal basso sul relativo minimizzatore possiamo notare

che la sua massa è concentrata effettivamente in Aη.
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Se allora definiamo

Elim := inf
‖g‖2=1

E lim[g]

riusciamo a dimostrare il seguente Teorema che mette il problema β-dipendente

in relazione con il problema limite.

Teorema 4.1.2. Nel limite ε→ 0 si ha

Egv
∗ = Elim +O

(
ε4| log ε|7

)
.

Da questo Teorema seguono anche le seguenti Proposizioni.

Proposizione 4.1.3. Se g∗ e glim sono minimizzatori di Egv
∗ e Elim rispet-

tivamente allora si ha che∥∥g2
∗ − g2

lim

∥∥
L2
η

= O
(
ε2| log ε|

7
2

)
ed inoltre per ogni ν positivo limitato e indipendente da ε

‖g∗ − glim‖L∞(Â) = O
(
ε2| log ε|4+2ν

)
con

Â :=

{
y ∈ R : glim(y) ≥ 1

ην

}
.

Si noti che i risultati dell’ultima Proposizione permettono di calcolare le

quantità V e Q che comparivano nel Teorema 4.1.1 in termini di glim (si veda

anche la sezione 5.7.2). Inoltre, grazie alle stesse stime appena enunciate,

riusciamo a mostrare che il segno di δ∗ è negativo per α sufficientemente

grande, che è il contenuto della seguente Proposizione.

Proposizione 4.1.4. Si ha che

δ∗ ≤ −
2‖glim‖44

Ω0(s− 2)

[
(s− 2)

√
2απ − 1

2π
+O

(
ε2| log ε|

7
2

)]
e dunque per α > α con

α :=
1

(2π)3(s− 2)2

il segno di δ∗ è ben definito ed è negativo.

Concludiamo usando la forma particolare di δ∗ per ottenere la stima su EGP
Ω ,

che rappresenta un altro risultato importante nonché risultato finale di questa

tesi.
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Teorema 4.1.5. Se δ∗ è come sopra e δε è tale che

bΩ + δ∗c = bΩ + δ∗ + δεc = Ω + δ∗ + δε

allora si ha che

EGP
Ω ≤ 1

ε4
Egv
∗ +

1

2
δ2
ε +O

(
ε4
)
.

4.2 Commenti

La prima osservazione rilevante è che la correzione ottenuta per la stima

dall’alto è migliore di quanto ottenuto in [CPRY3]; infatti la stima contenuta

nello stesso articolo è espressa nel seguente teorema (Teorema 1.6).

Teorema (CPRY). Esiste Ω0 > 0 tale che se Ω0 > Ω0 allora

EGP
Ω =

1

ε4
Egv +O

(
| log ε|

9
2

)
.

È evidente che non solo la convergenza è migliore ma il risultato qui illustrato

vale per ogni Ω0 arbitrario; chiaramente per un risultato effettivamente

migliore serve anche una stima dal basso.

Inoltre, se notiamo che la velocità di rotazione è dell’ordine di 1
ε4

e che

invece δε = O(1) allora per una successione opportuna di εk si avrà che i

corrispondenti valori δεk saranno nulli, migliorando ancora l’upper bound per

EGP
Ω e ottenendo (dato che possiamo scegliere η0 arbitrariamente grande)

EGP
Ω ≤ 1

ε4
k

Egv
∗ +O (ε∞k ) .

Invece il fatto che il segno di δ∗ sia definitivamente negativo è fisicamente

realistico in quanto ci dice che il condensato ruota ad una velocità minore

della velocità che cerchiamo di imporgli.

Infine vale la pena di notare che se Ω0 → +∞ allora δ∗ → 0, il che ci dice

che il risultato ottenuto in [CPRY3] è ottimale nel regime di Ω0 grande.

4.3 Lower bound e prospettive

Il passo successivo è cercare un lower bound per l’energia che riproduca la

stima che abbiamo già ottenuto dall’alto. Nella ricerca dell’upper bound l’idea
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è stata di usare una funzione test che avesse un profilo ricostruito a partire

dalla funzione gβ∗ con una fase dell’ordine di Ω + δ∗.

Questo stesso ansatz dovrebbe essere il punto di partenza per la ricerca

di un corrispondente lower bound, dove dovrebbero emergere le condizioni

da imporre su Ω0 per ottenere una transizione di fase allo stato di vortice

gigante.

Il passo finale sarebbe mostrare che questo valore critico di Ω0 è ottimale,

e per poter fare questo bisognerebbe mostrare che se Ω0 è più piccolo del

valore critico vi è la presenza di vortici nell’anello contenente la massa, ma

in questa prospettiva l’approccio da noi adottato non può essere di aiuto.

25



CAPITOLO 5

Dimostrazione dei risultati

Eα[f ] :=

∫
R
dx{1

2
|f ′|2+

1

2
x2f2+

1

2π
√
α
f4}, H(α) := Eα+

1

2π
√
α

(‖fα‖44−‖fα‖2∞)

5.1 Introduzione di E2d
δ

Nel contesto nel quale opereremo da ora in poi avremo

Ω =
Ω0

ε4
.

Introduciamo dunque il funzionale di Giant Vortex ristretto:

E2d
δ [f ] :=

∫
Aη

dx

{
1

2
|∇f |2 + Ω2Uδ(x)|f |2 +

1

ε2
|f |4

}
(5.1)

dove

Uδ(x) :=
1

2

((
1− x2

)
+
δ

Ω

)2 1

x2
+
xs − 1

s
− x2 − 1

2
,

Aη :=
{
x ∈ R2 : |x− 1| ≤ ε2η

}
, η :=

η0√
Ω0
| log ε|.

Mostriamo innanzitutto che il funzionale ammette un unico minimo su di un

dominio opportuno. Affinché il problema resti coerente con il problema di

minimizzazione di Gross-Pitaevskii, il dominio naturale per fei(Ω+δ)θ è

DGP
Ω =

{
ψ ∈ H1(R2) : ‖ψ‖22 = 1

}
e di conseguenza il dominio per f è

Dgv :=
{
fei(Ω+δ)θ ∈ DGP

Ω , f = f∗
}
.

Dato che il nostro problema si svolge in Aη restringiamo il dominio di

integrazione e otteniamo il dominio effettivo sul quale si svolgerà la nostra

minimizzazione.
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5.1.1 Minimizzazione di E2d
δ

Proposizione 5.1.1. Sia D2d
δ definito come

D2d
δ :=

{
fei(Ω+δ)θ ∈ H1(Aη) : f = f∗, ‖f‖22 = 1

}
.

Allora il funzionale E2d
δ ammette su D2d

δ un unico minimizzatore fδ tale che

E2d
δ := inf

f∈D2d
δ

E2d
δ [f ] = E2d

δ [fδ]

che può essere scelto strettamente positivo. Tale minimizzatore soddisfa

l’equazione variazionale

− 1

2
∆fδ + Ω2Uδfδ +

2

ε2
f3
δ = µδfδ (5.2)

con condizioni di Neumann al bordo. µδ si dice potenziale chimico ed è tale

che µδ = E2d
δ + 1

ε2
‖fδ‖4L4(Aη). Inoltre la funzione fδ è in C∞(Aη) e soddisfa

la (5.2) in senso classico.

Dimostrazione. Consideriamo dunque E2d
δ e mostriamo che è raggiunto.

Cominciamo con il mostrare nel seguente lemma che il funzionale dato da

E2d
δ è convesso nel quadrato di f .

Lemma 5.1.2. Se consideriamo F [ρ] := E2d
δ [
√
ρ] con ρ reale e tale che√

ρ ∈ D2d
δ , allora questo è un funzionale strettamente convesso in ρ cioè

∀ρ1, ρ2 reali tali che
√
ρ1,
√
ρ2 ∈ D2d

δ , ρ1 6= ρ2, ∀λ ∈ (0, 1) :

F [λρ1 + (1− λ)ρ2] < λF [ρ1] + (1− λ)F [ρ2].

Dimostrazione. Il funzionale F è della forma

F [ρ] =

∫
Aη

dy

{
1

2
[∇ (
√
ρ)]2 + Ω2Uδρ+

1

ε2
ρ2

}
.

La convessità del secondo termine discende dalla sua linearità, mentre il terzo

termine è chiaramente strettamente convesso; se dunque il primo termine è

convesso, tutto il funzionale è strettamente convesso.

Andiamo a considerare allora ρ = ψ2, ρ1 = ψ2
1 e ρ2 = ψ2

2 con ρ = λρ1 + (1−
λ)ρ2. In questo caso abbiamo

ψ∇ψ =
1

2
∇ρ =

1

2
∇ (λρ1 + (1− λ)ρ2) = λψ1∇ψ1 + (1− λ)ψ2∇ψ2 ≤
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≤
√
λρ1 + (1− λ)ρ2

√
λ [∇ψ1]2 + (1− λ) [∇ψ2]2 =

= ψ

√
λ [∇ψ1]2 + (1− λ) [∇ψ2]2

dove per la prima disuguaglianza abbiamo usato la disuguaglianza di Cauchy-

Schwarz.

Se semplifichiamo ψ otteniamo

[∇ψ]2 ≤ λ [∇ψ1]2 + (1− λ) [∇ψ2]2

che espressa in termini di ρ, ρ1 e ρ2 ci dà la convessità del primo termine.

Consideriamo ora una successione {fn} minimizzante, cioè tale che

E2d
δ [fn]→ E2d

δ

allora dalla finitezza1 di E2d
δ abbiamo che la successione è limitata nella

norma ‖∇·‖2. Dal fatto che ‖fn‖2 = 1, allora la successione è limitata anche

in H1. Dato che ora la successione è limitata in L4 e in L2
(
Aη,Ω

2Uδdx
)

allora a meno di estrarre una sottosuccessione possiamo supporre che esista

f tale che fn ⇀ f in tutti gli spazi sopraelencati2. Notiamo ora però che

E2d
δ [fn] non è altro che la somma di norme degli spazi sopraelencati, e dato

che le norme sono debolmente semicontinue inferiormente abbiamo che

E2d
δ [f ] ≤ lim inf E2d

δ [fn] = E2d
δ .

Mostriamo ora che ‖f‖2 = 1. Questo discende dal fatto che se fn ⇀ f in

H1 allora fn → f in L2. Questo ci dice che 1 = ‖fn‖2 → ‖f‖2 = 1 da cui

deduciamo che f è in D2d
δ e dunque

E2d
δ ≤ E2d

δ [f ] ≤ E2d
δ ⇒ E2d

δ [f ] = E2d
δ

e l’estremo inferiore è raggiunto.

A questo punto ogni minimo di E2d
δ soddisfa in senso debole l’equazione

variazionale

−1

2
∆f + Ω2Uδf +

2

ε2
f3 = µδf

1 Per la finitezza di E2d
δ basta notare che esistono delle funzioni test sulle quali E2d

δ ha

un valore finito, ad esempio una qualsiasi funzione regolare a decrescita rapida.
2 Notiamo che qui la riflessività di L2

(
Aη,Ω

2Uδdx
)

deriva dalla positività di Uδ.

28



con condizioni di Neumann al bordo; il valore del potenziale chimico µδ si

trova facilmente integrando contro f

µδ =

∫
Aη

dxµδf
2 =

∫
Aη

dx

{
−1

2
∆f + Ω2Uδf +

2

ε2
f3

}
f =

=

∫
Aη

dx

{
1

2
[∇f ]2 + Ω2Uδf

2 +
2

ε2
f4

}
= E2d

δ +
1

ε2
‖fδ‖44.

Vogliamo mostrare ora l’unicità del minimo.

Notiamo innanzitutto che se f è di minimo per E2d
δ allora anche |f | lo è;

infatti dalla disuguaglianza diamagnetica (vedere ad esempio [7.21] di [LL])

abbiamo che ∫
Aη

dx [∇f ]2 ≥
∫
Aη

dx [∇|f |]2

e dunque, dato che i termini non cinetici dell’energia dipendono solamente

dal modulo di |f |, abbiamo

E2d
δ = E2d

δ [f ] ≥ E2d
δ [|f |] ≥ E2d

δ ⇒ E2d
δ [|f |] = E2d

δ [f ] = E2d
δ .

Il lemma mostrato precedentemente ci dice che ρ = |f |2 è unico, e dunque

adesso abbiamo che |f | è autovettore positivo di

H := −1

2
∆ + Ω2Uδ +

2

ε2
ρ

con autovalore dato dal potenziale chimico.

A questo punto il fatto che l’autofunzione sia positiva ci dice che µδ è l’energia

dello stato fondamentale di H, che è unico a meno di un segno (vedere [11.8]

e [11.9] di [LL]).

Da questo possiamo dedurre che anche il minimo di E2d
δ è unico a meno di un

segno ed in particolare che, dato che se f è minimo anche |f | lo è, possiamo

scegliere f = |f |.

Per la regolarità della soluzione si applica un semplice processo di bootstrap;

infatti dato che Aη è compatto usiamo l’informazione che f è in L2(Aη) per

ottenere, grazie al Teorema [10.2] in [LL], che f è in C0,α(Aη) per ogni

0 < α < 1.

A questo punto applichiamo il Teorema [10.3] in [LL] e iterando otteniamo

che fδ è in C∞(Aη).
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Corollario 5.1.3. L’unico minimizzatore positivo fδ è radiale.

Dimostrazione. Questo discende dal fatto che il minimizzatore è unico e dal

fatto che l’energia è invariante per rotazioni. Se infatti consideriamo una

rotazione Rϕ in R2 di angolo ϕ, chiamando f̃(x) := fδ(Rϕx) si ha

E2d
δ [f̃ ] = E2d

δ [fδ] = E2d
δ

e dunque, dall’unicità del minimo, fδ è invariante per rotazioni e quindi

radiale.

Osservazione. Dalla Proposizione e dal Corollario precedenti discende che

possiamo scegliere equivalentemente come dominio di minimizzazione l’insie-

me

D2d
δ :=

{
f ∈ H1(Aη) : f = f∗ ≥ 0, f radiale, ‖f‖22 = 1

}
.

5.2 Da E2d
δ a Êgv

δ

Dato che abbiamo visto che il minimizzatore di E2d
δ è in realtà radiale

possiamo passare in coordinate polari, e in questo caso la (5.1) diventa

E2d
δ [f ] := 2π

∫ 1+ε2η

1−ε2η
dx x

{
1

2
(f ′)2 + Ω2Uδ(x)f2 +

1

ε2
f4

}
.

Adesso applichiamo il cambio di variabili dato da

y :=
x− 1

ε2
.

La misura di integrazione diventa dunque della forma 2πxdx = 2πε2(1 +

ε2y)dy. Allora riscriviamo la (5.1) come

E2d
δ [f ] = 2πε2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

{
1

2
[f ′(x)]2 + Ω2Uδ(x)f2(x) +

1

ε2
f4(x)

}
.

Possiamo ora definire una nuova funzione g che ci permetta di capire meglio

l’andamento del minimizzatore intorno a x = 1, cioè un riscalamento di f

del tipo

g(y) := Cf(1 + ε2y).

30



La normalizzazione di f ci dá∫ η

−η
dy (1 + ε2y) |g|2 = C2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) |f(1 + ε2y)|2 =

=
C2

2πε2

∫
Aη

dx|f |2 =
C2

2πε2
.

Se allora C =
√

2πε, cioè

g(y) =
√

2πεf(1 + ε2y), (5.3)

anche g è normalizzato a 1 in L2
(
(−η, η), (1 + ε2y)dy

)
. A questo punto

abbiamo che ∣∣∣∣∂f∂x (x)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ ∂∂xf(x)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ 1

ε2

∂

∂y
f(1 + ε2y)

∣∣∣∣2 =

=
1

ε4

∣∣∣∣ ∂∂y
(

1√
2πε

g(y)

)∣∣∣∣2 =
1

2πε6

∣∣∣∣∂g∂y (y)

∣∣∣∣2
e se riscriviamo il funzionale (5.1) facendo uso di g otteniamo

E2d
δ [f ] = 2πε2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

{
1

4πε6
[g′]2+

+Ω2Uδ(1 + ε2y)
1

2πε2
g2 +

1

4π2ε6
g4

}
=

=
1

ε4

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

{
1

2
[g′]2 + ε4Ω2Uδ(1 + ε2y)g2 +

1

2π
g4

}
.

Definiamo allora

Êgv
δ [g] :=

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

{
1

2
[g′]2 + ε4Ω2Uδ(1 + ε2y)g2 +

1

2π
g4

}
(5.4)

e in questo modo si ha Êgv
δ [g] = ε4E2d

δ [f ].

Notazione. Per non appesantire la notazione definiamo

H1
η := H1

(
(−η, η), (1 + ε2y)dy

)
Lpη := Lp

(
(−η, η), (1 + ε2y)dy

)
al variare di p in [1,+∞]. Notiamo che data la stretta positività di (1 +

ε2y) la teoria dell’integrazione di Lebesgue si replica perfettamente dandoci

riflessività per gli spazi Lpη e lo status di spazio di Hilbert per H1
η e L2

η.

Denoteremo inoltre con 〈·|·〉η il prodotto interno in L2
η.
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5.2.1 Minimizzazione di Êgv
δ

È chiaro che possiamo replicare i risultati già ottenuti per E2d
δ anche per

questo funzionale, dunque vale la seguente proposizione:

Proposizione 5.2.1. Sia D̂gv
δ definito come

D̂gv
δ :=

{
g ∈ H1

η : g = g∗, ‖g‖2L2
η

= 1
}
.

Allora il funzionale Êgv
δ ammette su D̂gv

δ un unico minimizzatore gδ tale che

Êgv
δ := inf

g∈D̂gv
δ

Êgv
δ [g] = Êgv

δ [gδ]

che può essere scelto strettamente positivo. Tale minimizzatore soddisfa

l’equazione variazionale

− 1

2
g′′δ −

ε2

2(1 + ε2y)
g′δ + ε4Ω2Uδgδ +

1

π
g3
δ = µ̂δgδ, (5.5)

con condizioni di Neumann al bordo. Come sopra, µ̂δ si dice potenziale

chimico del problema ed è tale che µ̂δ = Êgv
δ + 1

2π‖gδ‖
4
L4
η
. Inoltre la funzione

gδ è in C∞(−η, η) e soddisfa la (5.5) in senso classico.

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca esattamente quella della Proposi-

zione 5.1.1, mentre per la regolarità della soluzione si procede nuovamente

come sopra; infatti dato che (−η, η) è compatto usando l’informazione iniziale

che la soluzione è in L2(−η, η) otteniamo che dal Teorema [10.2] in [LL]

gδ è in C1(−η, η). A questo punto applichiamo il Teorema [10.3] sempre in

[LL] e iterando otteniamo che gδ è in C∞(−η, η) e che l’equazione è quindi

soddisfatta in senso classico.

Chiaramente, dato che si è operato cambiando variabili nel funzionale e

riscalando la funzione, sussiste una relazione fra i due problemi in termini

di minimi, minimizzatori e potenziali chimici. Possiamo enunciare cioè la

seguente Proposizione.

Proposizione 5.2.2. Valgono le seguenti uguaglianze:

gδ(y) =
√

2πεfδ(1 + ε2y), Êgv
δ = ε4E2d

δ , µ̂δ = ε4µδ.
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Dimostrazione. L’uguaglianza fra i minimi delle energie deriva dall’ugua-

glianza delle energie mentre per i potenziali chimici basta usare l’uguaglianza

delle energie e dei minimizzatori.

5.3 Passaggio da Êgv
δ a Egv

β

Studiamo ora il potenziale dato da ε4Ω2Uδ(1 + ε2y). Se indichiamo con

γs(x) :=
xs − 1

s
− x2 − 1

2

allora abbiamo che

Uδ(x) =
1

2x2

((
1− x2

)
+
δε4

Ω0

)2

+ γs(x),

Uδ(1 + ε2y) =
1

2(1 + ε2y)2

(
2ε2y + ε4y2 − δε4

Ω0

)2

+ γs(1 + ε2y).

Se ora moltiplichiamo per ε4Ω2 =
Ω2

0
ε4

otteniamo

Ω2
0

ε4
Uδ(1 + ε2y) =

1

2(1 + ε2y)2

(
2Ω0y + Ω0ε

2y2 − δε2
)2

+
Ω2

0

ε4
γs(1 + ε2y).

Espandendo in serie di Taylor γs intorno a x = 1 otteniamo per |x−1| � 1

che

γs(x) =
s− 2

2
(x− 1)2 +

(s− 2)(s− 1)

6
(x− 1)3 + ϕ(x)

con ϕ(x) = O
(
|x− 1|4

)
e quindi

Ω2
0

ε4
γs(1 + ε2y) =

Ω2
0(s− 2)

2
y2 +

Ω2
0(s− 2)(s− 1)

6
ε2y3 +

Ω2
0

ε4
ϕ(1 + ε2y).

Se ora sostituiamo questo valore in
Ω2

0
ε4
Uδ(1 + ε2y) otteniamo

Ω2
0

ε4
Uδ(1 + ε2y) =

1

2(1 + ε2y)2

(
2Ω0y + Ω0ε

2y2 − δε2
)2

+

+
Ω2

0(s− 2)

2
y2 +

Ω2
0(s− 2)(s− 1)

6
ε2y3 +

Ω2
0

ε4
ϕ(1 + ε2y) =
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=
1

2(1 + ε2y)2

(
2Ω0y − δε2

)2
+

Ω0ε
2y2

2(1 + ε2y)2

(
Ω0ε

2y2 + 4Ω0y − 2δε2
)

+

+
Ω2

0(s− 2)

2
y2 +

Ω2
0(s− 2)(s− 1)

6
ε2y3 +

Ω2
0

ε4
ϕ(1 + ε2y) =

=
1

2(1 + ε2y)2

(
Ω2

0(s+ 2)y2 − 4Ω0δε
2y + δ2ε4

)
+

+
Ω0ε

2y2

2(1 + ε2y)2

(
Ω0ε

2y2 + 4Ω0y − 2δε2
)

+
Ω2

0(s− 2)

2

(
1− 1

(1 + ε2y)2

)
y2+

+
Ω2

0(s− 2)(s− 1)

6
ε2y3 +

Ω2
0

ε4
ϕ(1 + ε2y).

Arrivati a questo punto vogliamo ricostruire il quadrato e dunque definiamo

α2 := Ω2
0(s+ 2), β :=

2Ω0δε
2

α2
.

Usando α e β il potenziale diventa

Ω2
0

ε4
Uδ(1 + ε2y) =

1

2(1 + ε2y)2

(
α2y2 − 2α2βy +

α4β2

4Ω2
0

)
+

+
Ω0ε

2y2

2(1 + ε2y)2

(
Ω0ε

2y2 + 4Ω0y −
α2β

Ω0

)
+

(α2 − 4Ω2
0)(2 + ε2y)

2(1 + ε2y)2 ε2y3+

+
(α2 − 4Ω2

0)(α2 − 3Ω2
0)

6Ω2
0

ε2y3 +
Ω2

0

ε4
ϕ(1 + ε2y).

Dato che abbiamo definito un nuovo parametro è logico introdurre un ulteriore

funzionale effettivo (che sarà l’oggetto del nostro studio principale):

Egv
β [g] :=

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

{
1

2
[g′]2 +Wβ(y)g2 + ε2u(y)g2 +

1

2π
g4

}
(5.6)

con Wβ e u definiti come

Wβ(y) :=
1

2(1 + ε2y)2

(
α2y2 − 2α2βy +

α4β2

4Ω2
0

− ε2α2βy2

)
, (5.7)

u(y) :=
α2(α2 − Ω2

0)y3

6Ω2
0(1 + ε2y)2 +

(α2 − 3Ω2
0)(2α2 − 5Ω2

0)ε2y4

6Ω2
0(1 + ε2y)2 +

+
(α2 − 3Ω2

0)(α2 − 4Ω2
0)ε4y5

6Ω2
0(1 + ε2y)2 +

Ω2
0

ε6
ϕ(1 + ε2y). (5.8)
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5.3.1 Minimizzazione di Egv
β

Chiaramente, dato che il funzionale non è effettivamente cambiato, vale lo

stesso risultato che valeva per Êgv
δ .

Proposizione 5.3.1. Sia Dgv
β definito come

Dgv
β :=

{
g ∈ H1

η : g = g∗, ‖g‖2L2
η

= 1
}

= D̂gv
δ .

Allora il funzionale Egv
β ammette su Dgv

β un unico minimizzatore gβ tale che

Egv
β := inf

g∈Dgv
β

Egv
β [g] = Egv

β [gβ]

che può essere scelto strettamente positivo. Tale minimizzatore soddisfa

l’equazione variazionale

− 1

2
g′′β −

ε2

2(1 + ε2y)
g′β +Wβgβ + ε2u(y)gβ +

1

π
g3
β = µβgβ. (5.9)

con condizioni di Neumann al bordo. Come sopra, µβ si dice potenziale

chimico del problema ed è tale che µβ = Egv
β + 1

2π‖gβ‖
4
L4
η
. Inoltre la funzione

gβ è in C∞(−η, η) e soddisfa la (5.9) in senso classico.

5.4 Stime

Nel seguito della trattazione ci serviranno delle stime a priori sul valore dei

minimi delle energie e sul decadimento dei minimizzatori. Inoltre supporremo

per il momento che si abbia β = O(1), condizione che, come poi vedremo, è

soddisfatta da ogni β minimizzante.

5.4.1 Stime sul minimo dell’energia

Proposizione 5.4.1. Se β = O(1) allora esiste una costante K indipendente

da ε tale che E2d
δ ≤ KΩ, Êgv

δ ≤ K e che Egv
β ≤ K.

Dimostrazione. Alla luce delle relazioni reciproche fra le energie e i loro

minimi, è chiaro che le tre stime sono equivalenti quindi è sufficiente mostrarne

solo una; scegliamo di mostrare allora la terza. Ricordiamo da (5.7) che la

forma di Wβ è molto simile a quella di un potenziale armonico del tipo α2

2 (y−
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β)2 dunque consideriamo come funzione test un’autofunzione dell’oscillatore

armonico traslato dato da

Hosc := −1

2
∂2
y +

1

2
α2(y − β)2.

Se consideriamo ora l’autofunzione relativa al ground state di Hosc di norma

unitaria in L2, questa è della forma

gα(y) := 4

√
α

π
e−

α(y−β)2

2 , Hoscgα =
α

2
gα.

Usiamola come funzione test per l’energia; per essere tale deve essere norma-

lizzata, dunque consideriamo gtrial := Cgα con C ∈ R+ tale che ‖gtrial‖2L2
η

= 1.

Allora

1 = C2

∫ η

−η
(1 + ε2y)dy g2

α =

= C2 (1 + o(1))

[
1−

∫ +∞

η
dy g2

α −
∫ −η
−∞

dy g2
α

]
=

= C2 (1 + o(1))⇒ C2 = 1 + o(1).

Sostituiamo allora nell’energia e otteniamo

Egv
β [gtrial] =

∫ η

−η
(1 + ε2y)dy

{
1

2
|g′trial|2 +Wβ(y)g2

trial +
1

2π
g4

trial

}
=

= (1 + o(1))

[∫ η

−η
dy

{
1

2
|g′trial|2 +

α2

2
(y − β)2g2

trial

}
+

+

∫ η

−η
dy

(
α4β2

8Ω2
0

− α2β

2
− ε2α2βy2

)
g2

trial +
1

2π

∫ η

−η
dyg4

trial

]
=

= (1 + o(1))

[
C2 [〈gα |Hosc| gα〉+ o(1)] +

+C2

(
α4β2

8Ω2
0

− α2β

2

)
+
C4

2π

(
‖gα‖44 + o(1)

)]
=

=
α

2
+
α4β2

8Ω2
0

− α2β

2
+

1

2
√

2πα
+ o(1).

A questo punto se supponiamo che β = O(1) possiamo trovare una costante

indipendente da ε per la quale valga la tesi, cioè abbiamo che

Egv
β ≤ K, Êgv

δ ≤ K,
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e a meno di rinominare la costante

E2d
δ =

1

ε4
Egv
β ≤ KΩ.

Corollario 5.4.2. Se β = O(1) allora esiste una costante K indipendente

da ε tale che

µη ≤ KΩ, µδ ≤ K, µβ ≤ K.

Dimostrazione. Per ciascuno dei potenziali chimici abbiamo che vale

µδ = E2d
δ +

1

ε2
‖fδ‖44 ≤ 2E2d

δ ,

µ̂δ = Êgv
δ +

1

2π
‖gδ‖4L4

η
≤ 2Êgv

δ ,

µβ = Egv
β +

1

2π
‖gβ‖4L4

η
≤ 2Egv

β ,

ma allora dalla proposizione precedente possiamo ottenere il risultato.

5.4.2 Stime sul decadimento dei minimizzatori

Per arrivare ad avere una stima di decadimento illustriamo prima una (più

rozza) stima sul valore assoluto dei minimizzatori.

Proposizione 5.4.3. Siano fδ, gδ, gβ i minimizzatori dei rispettivi funzio-

nali. Supponiamo β = O(1), allora valgono le seguenti:

‖fδ‖2∞ = O
(
ε2Ω

)
, ‖gδ‖2∞ = O(1), ‖gβ‖2∞ = O(1).

Dimostrazione. Dal fatto che la fδ soddisfa la (5.2) e dalla positività del

potenziale Uδ otteniamo che

−1

2
∆fδ = µδfδ − Ω2Uδfδ −

2

ε2
f3
δ ≤

(
µδ −

2

ε2
f2
δ

)
fδ.

Sia ora x punto di massimo per fδ. Allora per la regolarità di f abbiamo che

∆f(x) ≤ 0 e per la positività di fδ

f2
δ (x) ≤ µδ

ε2

2
⇒ ‖fδ‖2∞ = O(ε2Ω).

Le altre stime seguono dalle relazioni reciproche fra i minimizzatori.
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5.4.3 Decadimento delle code

Proposizione 5.4.4. Se β = O(1) esiste una costante C indipendente da ε

tale che

fδ(x) ≤ C

ε
e−
√

Ω|x2−1|, gδ(y) ≤ Ce−2
√

Ωo|y|, gβ(y) ≤ Ce−2
√

Ωo|y|.

Dimostrazione. Fissiamo inizialmente 0 < a < η e restringiamo l’attenzione

alla regione3

B := B(1− aε2) ∩Aη =
{
x ∈ R2 : 1− ηε2 ≤ x ≤ 1− aε2

}
.

Sappiamo che in B fδ è soluzione della (5.2). Abbiamo che

Uδ(x) ≥ xs − 1

s
− x2 − 1

2
=

1

2
(s− 2)(x− 1)2 +O

(
|x− 1|3

)
≥

≥ 1

2
(s− 2)a2ε4 +O

(
a3ε6

)
≥ C0a

2ε4

con C0 > 0 scelta opportunamente.

A questo punto abbiamo che la (5.2) e le informazioni del Corollario 5.4.2 ci

danno

−1

2
∆f = µδfδ − Ω2Uδfδ −

2

ε2
f3
δ ≤

[
µδ − C0a

2Ω2ε4
]
fδ ≤

≤
[
C1Ω− C0a

2Ω2ε4
]
fδ =

[
C1 − C0a

2Ω0

]
Ωfδ

con C1 > 0 opportuno.

Ora se scegliamo a ≥
√

2C1

C0Ω0
abbiamo

C1 − C0a
2Ω0 ≤ −

1

2
C0a

2Ω0

e dunque fδ è sottosoluzione del problema

−1

2
∆f +

1

2
C0a

2Ω2ε4f = 0.

Per poter applicare ora il criterio del massimo in forma debole estendiamo la

funzione ad una definita su tutta la palla B(1−aε2). Per fare questo notiamo

che la funzione definita come

r(x) := fδ(1− ηε2)

(
x−

(
1− 2ηε2

)
ηε2

)ka2

3 B(r) con r > 0 è la palla di raggio r centrata nell’origine.

38



con k > 0 è sottosoluzione dello stesso problema in B(1− ηε2) \ B(1− 2ηε2)

se k è sufficiente grande; infatti

−1

2
∆r(x) +

1

2
C0a

2Ω2ε4r(x) = −1

2
r′′(x)− 1

2x
r′(x) +

1

2
C0a

2Ω2ε4r(x) =

= −1

2
fδ(1− ηε2)

ka2(ka2 − 1)

η2ε4

(
x−

(
1− 2ηε2

)
ηε2

)ka2−2

+

+
ka2

x ηε2

(
x−

(
1− 2ηε2

)
ηε2

)ka2−1

− C0a
2Ω2ε4

(
x−

(
1− 2ηε2

)
ηε2

)ka2
 ≤

≤ − a2

η2ε4
fδ(1− ηε2)

(
x−

(
1− 2ηε2

)
ηε2

)ka2−2

·

·

k(ka2 − 1)− C0Ω2
0η

2

(
x−

(
1− 2ηε2

)
ηε2

)2
 ≤ 0

per k ≥ 1

2a2

(
1 +

√
1 + 4C0a2Ω2

0η
2

)
. Se allora definiamo

f̃δ(x) :=


fδ(x), 1− ηε2 ≤ x ≤ 1− aε2,

r(x), 1− 2ηε2 ≤ x ≤ 1− ηε2,

0, 0 ≤ x ≤ 1− 2ηε2,

questo è un prolungamento di fδ che è ancora sottosoluzione del problema.

Esibiamo ora una soprasoluzione dello stesso problema per poi dedurne una

stima su f̃δ. Sia

fsup(x) := Ca‖fδ‖∞e−
√

Ω(1−x2).

Mostriamo che è effettivamente soprasoluzione. Calcoliamo innanzitutto il

laplaciano:

−1

2
∆fsup = −1

2
f ′′sup −

1

2x
f ′sup =

= −2Ca‖fδ‖∞
√

Ωe−
√

Ω(1−x2)
(

1 +
√

Ωx2
)

= −2
√

Ω
(

1 +
√

Ωx2
)
fsup.

Affinché fsup sia soprasoluzione imponiamo che

−1

2
∆fsup +

1

2
C0a

2Ω2ε4fsup =
1

2

(
−2
√

Ω− 2Ωx2 + C0Ω0a
2Ω
)
fsup ≥

≥
√

Ω

2

(
C0Ω0a

2
√

Ω− 2− 2
√

Ω
)
fsup > 0,
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condizione soddisfatta scegliendo a > 2
C0Ω0

. Notiamo che questa condizione

non è in contraddizione con la precedente perché ci dice solo che a deve essere

preso sufficientemente grande. A questo punto abbiamo ancora l’arbitrarietà

su Ca e la usiamo per imporre le condizioni al contorno. Volendo applicare il

principio del massimo vogliamo che fsup ≥ f̃δ su ∂B(1− aε2).

Abbiamo che

fsup(x)|∂B(1−aε2) = fsup(1− aε2) = Ca‖fδ‖∞e
−
√

Ω
(

1−(1−aε2)
2
)

=

= Ca‖fδ‖∞e−a
√

Ω0(2−aε2).

Se allora Ca > e2a
√

Ω0 possiamo applicare il principio del massimo, e dal

fatto che fsup ≥ fδ su ∂B(1− aε2) dedurre che fsup ≥ fδ in tutta B(1− aε2).

Inoltre abbiamo che fsup(1− aε2) > ‖fδ‖∞ e quindi la monotonia di fsup ci

permette di vedere che

fsup(x) ≥ ‖fδ‖∞ ≥ fδ(x)

anche in B(1) \ B(1 − aε2). Dalla Proposizione 5.4.3 concludiamo che in

B(1) ∩Aη si ha

fδ(x) ≤ C

ε
e−
√

Ω(1−x2).

Per avere il risultato in B(1+aε2)c∩Aη =
{
x ∈ R2 : 1 + aε2 ≤ x ≤ 1 + ηε2

}
basta considerare come funzione test

fsup(x) := Ca‖fδ‖∞e−
√

Ω(x2−1)

con il prolungamento di fδ dato da

r(x) := fδ(1 + ηε2)

((
1 + 2ηε2

)
− x

ηε2

)ka2

e cos̀ı ottenere la tesi.

Corollario 5.4.5. Se β = O(1) allora

fδ
(
1± ε2η

)
= gδ (±η) = gβ (±η) = O (εη0) .
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5.5 Ottimizzazione della fase

Passiamo ora a cercare un valore β∗ tale che il ground state corrispondente

sia minimo cioè tale che

Egv
β∗

= inf
β∈R

Egv
β .

Dato che Egv
β è funzione reale di variabile reale come funzione di β se fosse

continua e derivabile in β potremmo chiederci (al fine di trovare un β∗
minimale) dove si annulli la derivata di Egv

β cioè se esiste β∗ tale che

∂βE
gv
β

∣∣∣
β=β∗

= 0.

Mostriamo innanzitutto la derivabilità di gβ rispetto a β nella seguente

proposizione.

Proposizione 5.5.1. Consideriamo

F (β, g) := −1

2
g′′ − ε2

2(1 + ε2y)
g′ +Wβg + ε2ug +

1

π
g3 − µβg.

allora l’applicazione β 7→ gβ è derivabile infinite volte con derivate continue

ed è tale che F (β, gβ) = 0.

Dimostrazione. L’affermazione della proposizione non è altro che un’applica-

zione del teorema della funzione implicita.

Fissiamo β0 e mostriamo che gβ0 è derivabile in β0.

Studiamo la derivata di Fréchet di F : abbiamo

F (β, g + h)− F (β, g) =

= −1

2
h′′ − ε2

2(1 + ε2y)
h′ +Wβh+ ε2uh+

1

π

(
(g + h)3 − g3

)
− µβh

e dunque

DgF (β0, gβ0)[h] =

= −1

2
h′′ − ε2

2(1 + ε2y)
h′ +Wβ0h+ ε2uh+

3

π
g2
β0
h− µβ0h =

=

[
−1

2

d2

dy2
− ε2

2(1 + ε2y)

d

dy
+Wβ0 + ε2u+

1

π
g2
β0
− µβ0

]
h+

2

π
g2
β0
h.
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Per la Proposizione 5.3.1 abbiamo che il minimizzatore è unico, dunque dalla

positività di gβ e dall’unicità del minimizzatore di Egv
β deriva ora l’invertibilità

di DgF (β0, gβ0) (il nucleo risulta banale). A questo punto però siamo nelle

ipotesi del teorema della funzione implicita, dunque β 7→ gβ è un’applicazione

derivabile con derivata continua.

Se ora deriviamo lungo β l’equazione variazionale di gβ otteniamo che ∂βgβ
soddisfa la seguente:

− 1

2
(∂βgβ)′′ − ε2

2(1 + ε2y)
(∂βgβ)′ +Wβ∂βgβ+

+ ε2u∂βgβ +
3

π
g2
β∂βgβ − µβ∂βgβ = −∂βWβgβ.

Ma allora possiamo ottenere ulteriore regolarità sulla ∂βgβ semplicemente

replicando il ragionamento fatto in precedenza per F sull’applicazione indotta

su (β, ∂βgβ) da questa nuova equazione e dedurne la tesi (è ovviamente

essenziale in questo ragionamento il fatto che Wβ sia C∞ rispetto a β).

A questo punto della trattazione sembra emergere una apparente contrad-

dizione tra due differenti definizioni dell’applicazione β 7→ gβ, quella del

teorema della funzione implicita e quella della Proposizione 5.3.1. Però la

medesima Proposizione ci assicura l’unicità al variare di β della funzione

minimizzatrice gβ e quindi la contraddizione in realtà non sussiste.

Dimostriamo ora un risultato analogo per la derivata del minimo dell’energia.

Proposizione 5.5.2. Il minimo dell’energia Egv
β come funzione di β è

derivabile infinite volte. Abbiamo inoltre per la derivata prima una formula

esplicita data da

∂βE
gv
β = 〈gβ |∂βWβ| gβ〉η .

Dimostrazione. Calcoliamo delle stime per il rapporto incrementale. Abbiamo

Egv
β0+h−E

gv
β0
≤ Egv

β0+h[gβ0 ]−Egv
β0

[gβ0 ] =

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) (Wβ0+h −Wβ0) g2

β0
.

Esiste una costante Cε tale che

|∂βWβ| =
∣∣∣∣ α2

2(1 + ε2y)2

(
α2β

4Ω2
0

− 2y − ε2y2

)∣∣∣∣ ≤ Cε
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per ogni ε > 0, dunque∣∣∣∣(1 + ε2y)
Wβ+h(y)−Wβ(y)

h
g2
β(y)

∣∣∣∣ ≤ Cε ∣∣g2
β(y)

∣∣ .
Possiamo applicare il teorema di convergenza dominata ed ottenere

lim sup
h→0

Egv
β+h − E

gv
β

h
≤ lim sup

h→0

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

Wβ+h −Wβ

h
g2
β =

=

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) (∂βWβ) g2

β.

Per la disuguaglianza opposta usiamo la stessa idea e ricaviamo

Egv
β − E

gv
β−h ≥ E

gv
β [gβ]− Egv

β−h[gβ] =

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) (Wβ −Wβ−h) g2

β

e procedendo come sopra

lim inf
h→0

Egv
β+h − E

gv
β

h
= lim inf

h→0

Egv
β − E

gv
β−h

h
=

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) (∂βWβ) g2

β.

A questo punto il limite esiste e abbiamo che

∂βE
gv
β =

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) (∂βWβ) g2

β = 〈gβ |∂βWβ| gβ〉η .

Per vedere che Egv
β è C∞ ora basta usare la regolarità di gβ e un argomento

iterativo per ottenere la regolarità ad ogni ordine della derivata. Infatti

quando andiamo a calcolare le derivate successive di ∂βE
gv
β notiamo che

queste sono effettivamente derivabili in quanto esprimibili in funzione di

∂βE
gv
β e di derivate di gβ.

5.5.1 Minimizzazione di Egv
β

Se scriviamo esplicitamente la derivata di Wβ essa è della forma

∂βWβ =
1

2(1 + ε2y)2

(
−2α2y +

α4β

2Ω2
0

− ε2α2y2

)
.
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La derivata del minimo dell’energia allora è

∂βE
gv
β = 〈gβ |∂βWβ| gβ〉η = −α2

〈
gβ

∣∣∣∣ y

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ gβ〉
η

+

+
α4β

4Ω2
0

〈
gβ

∣∣∣∣ 1

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ gβ〉
η

− ε2α2

2

〈
gβ

∣∣∣∣ y2

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ gβ〉
η

.

Vogliamo ora calcolare esplicitamente questi tre termini facendo uso della

(5.9). Nel corso del calcolo assumeremo quando risulterà opportuno che

β = O(1). Questa ipotesi sarà giustificata dalla Proposizione 5.5.3.

Cominciamo allora con lo studiare
〈
gβ

∣∣∣ −α2y

(1+ε2y)2

∣∣∣ gβ〉
η

integrandolo per parti;

otteniamo che 〈
gβ

∣∣∣∣ −α2y

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ gβ〉
η

=

∫ η

−η
dy
−α2y

1 + ε2y
g2
β =

= −α
2

2

[
y2

1 + ε2y
g2
β(y)

]η
−η

+
α2

2

∫ η

−η
y2dy

∂

∂y

[
g2
β

1 + ε2y

]
.

Notiamo che dalla definizione di η e dal Corollario 5.4.2 abbiamo che gβ(±η) =

O(εη0) e quindi

−α
2

2

[
y2

g2
β(y)

1 + ε2y

]η
−η

= O
(
εη0η2

)
.

Dunque abbiamo che〈
gβ

∣∣∣∣ −α2y

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ gβ〉
η

=
α2

2

∫ η

−η
dy y2 ∂

∂y

[
g2
β

1 + ε2y

]
+O

(
εη0η2

)
.

Se invece guardiamo al termine con derivata otteniamo

α2

2

∫ η

−η
dy y2 ∂

∂y

[
g2
β

1 + ε2y

]
=
α2

2

∫ η

−η
dy y2

[
2gβg

′
β

1 + ε2y
−

ε2g2
β

(1 + ε2y)2

]
.

Ricordando che il potenziale Wβ è della forma

Wβ =
1

2(1 + ε2y)2

(
α2y2 − 2α2βy +

α4β2

4Ω2
0

− ε2α2βy2

)
dalla (5.9) abbiamo che il primo integrale può essere riscritto come
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α2

2

∫ η

−η
dy y2

2gβg
′
β

1 + ε2y
= 2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[
1

2(1 + ε2y)2α
2y2gβ

]
g′β =

= 2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[
Wβgβ +

α2β

2(1 + ε2y)2

(
2y − α2β

4Ω2
0

+ ε2y2

)
gβ

]
g′β =

=

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[
2

(
1

2
g′′β +

ε2

2(1 + ε2y)
g′β −

1

π
g3
β + µβ gβ

)
+

+
α2β

(1 + ε2y)2

(
2y − α2β

4Ω2
0

+ ε2y2

)
gβ − 2ε2u(y) gβ

]
g′β =

=

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g′′β g

′
β + ε2

∫ η

−η
dy
(
g′β
)2 − 2

π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g3

β g
′
β+

+

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[
2µβ +

α2β

(1 + ε2y)2

(
2y − α2β

4Ω2
0

+ ε2y2

)
− 2ε2u(y)

]
gβ g

′
β

e quindi 〈
gβ

∣∣∣∣ −α2y

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ gβ〉
η

=

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g′′β g

′
β+

+ε2

∫ η

−η
dy
(
g′β
)2 − 2

π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g3

β g
′
β+

+

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[
2µβ +

α2β

(1 + ε2y)2

(
2y − α2β

4Ω2
0

+ ε2y2

)
−

−2ε2u(y)

]
gβ g

′
β −

α2ε2

2

〈
gβ

∣∣∣∣ y2

(1 + ε2y)3

∣∣∣∣ gβ〉+O
(
εη0+2η3

)
.

Questo rappresenta il punto più ostico. Studieremo i termini restanti uno

ad uno, ma prima di cominciare, introduciamo una notazione utile: dato

che durante il calcolo compariranno più termini che si possono ricondurre a

componenti del minimo dell’energia scriveremo

K =
1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) [g′β]2,

V =
1

2
α2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) y2g2

β,

Q =
1

2π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g4

β,

e ricordiamo che dalla normalizzazione di gβ si ha∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g2

β = 1.
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Inoltre osserviamo che la Proposizione 5.4.1 implica che se β = O(1) allora

K = O(1), V = O(1) e Q = O(1).

Infine notiamo che dalle stime di decadimento su gβ della Proposizione 5.4.4

abbiamo che∫ η

−η
dy |y|kg2

β ≤ C
∫ η

−η
dy|y|ke−2

√
Ω0|y| = 2C

∫ η

0
yke−2

√
Ω0y = O(1)

che ci permetterà di stimare ciascuno di questi termini come un O(1).

Studiamo dunque i vari termini.

• Cominciamo con i primi due integrali. Si ha che∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g′′β g

′
β + ε2

∫ η

−η
dy
(
g′β
)2

=

=
1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[(
g′β
)2]′

+ ε2

∫ η

−η
dy
(
g′β
)2

=

=
1

2

[
(1 + ε2y)

(
g′β(y)

)2]η
−η

+
ε2

2

∫ η

−η
dy
(
g′β
)2

=

= ε2

(
K − ε2

2

∫ η

−η
dy y

(
g′β
)2

+O(ε2η0−2)

)
;

ma ora ∣∣∣∣∫ η

−η
dy y

(
g′β
)2∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣[y gβ g′β]η−η − ∫ η

−η
dy gβ g

′
β −

∫ η

−η
dy y gβ g

′′
β

∣∣∣∣ ≤
≤ ‖gβ‖2L2(−η,η)‖g

′
β‖2L2(−η,η)+

+‖y gβ‖2L2(−η,η)‖g
′′
β‖2L2(−η,η) +O(εη0) = O(1).

Dunque ∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g′′β g

′
β + ε2

∫ η

−η
dy
(
g′β
)2

=

= Kε2
(
1 +O(ε2)

)
per η0 ≥ 4.

46



• Studiamo ora il terzo integrale:

− 2

π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g3

β g
′
β = − 1

2π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[
g4
β

]′
=

= − 1

2π

[
(1 + ε2y)g4

β(y)
]η
−η +

ε2

2π

∫ η

−η
dyg4

β =

= O(ε4η0) +Qε2 − ε4

2π

∫ η

−η
dy y g4

β.

Dato che ∣∣∣∣∫ η

−η
dy y g4

β

∣∣∣∣ ≤ ‖gβ‖2∞ ∫ η

−η
dy y g2

β = O(1)

allora

− 2

π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g3

β g
′
β = Qε2

(
1 +O(ε2)

)
per η0 > 2.

• Passiamo al quarto termine:∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[
2µβ +

α2β

(1 + ε2y)2

(
2y − α2β

4Ω2
0

+ ε2y2

)

−2ε2u(y)

]
gβ g

′
β = µβ

∫ η

−η
dy(1 + ε2y)

[
g2
β

]′
+

+α2β

∫ η

−η
dy

y

(1 + ε2y)

[
g2
β

]′ − α4β2

8Ω2
0

∫ η

−η
dy

1

(1 + ε2y)

[
g2
β

]′
+

+O(βε2)− ε2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) u(y)

[
g2
β

]′
=

= µβ
[
(1 + ε2y)g2

β(y)
]η
−η−µβε

2

∫ η

−η
dy g2

β +α2β

[
y

(1 + ε2y)
g2
β(y)

]η
−η
−

−α2β

∫ η

−η
dy

(
1

(1 + ε2y)
− ε2y

(1 + ε2y)2

)
g2
β−

−α
4β2

8Ω2
0

[
1

(1 + ε2y)
g2
β(y)

]η
−η
− α4β2

8Ω2
0

∫ η

−η
dy

ε2

(1 + ε2y)2 g2
β−

−ε2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) u(y)

[
g2
β

]′
+O(βε2) =

= −µβε2(1 +O(ε2))− α2β

∫ η

−η
dy

1

(1 + ε2y)2 g2
β−
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−α
4β2ε2

8Ω2
0

(1+O(ε2))−ε2

∫ η

−η
dy (1+ε2y) u(y)

[
g2
β

]′
+O(βε2)+O(ε2η0η).

Ora abbiamo che∫ η

−η
dy

1

(1 + ε2y)2 g2
β = 1 +

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

(
1

(1 + ε2y)3 − 1

)
g2
β =

= 1 +

∫ η

−η
dy

3ε2y + 3ε4y2 + ε6y3

(1 + ε2y)2 g2
β =

= 1 + 3ε2

〈
gβ

∣∣∣∣ y

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ gβ〉 (1 +O(ε2)) +O(ε4)).

Sfruttando che µβ = O(1) e che β = O(1) e prendendo η0 > 2 abbiamo∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[
2µβ +

α2β

(1 + ε2y)2

(
2y − α2β

4Ω2
0

+ ε2y2

)
−

−2ε2u(y)

]
gβ g

′
β = −α2β − µβε2−

−α2β ε2

[
3

〈
gβ

∣∣∣∣ y

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ gβ〉+
α2β

8Ω2
0

]
−

−ε2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) u(y)

[
g2
β

]′
+O(βε2) +O(ε4).

A questo punto è importante rivedere l’espressione di u:

u(y) =
α2(α2 − Ω2

0)y3

6Ω2
0(1 + ε2y)2 +

(α2 − 3Ω2
0)(2α2 − 5Ω2

0)ε2y4

6Ω2
0(1 + ε2y)2 +

+
(α2 − 3Ω2

0)(α2 − 4Ω2
0)ε4y5

6Ω2
0(1 + ε2y)2 +

Ω2
0

ε6
ϕ(1 + ε2y),

con ϕ definito come il resto di Taylor del potenziale γs, cioè

ϕ(1 + ε2y) = γs(1 + ε2y)− s− 2

2
ε4y2 − (s− 2)(s− 1)

6
ε6y3.

Sappiamo che ϕ(1 + ε2y) = O(ε8η4); vediamo quali stime abbiamo

sulla sua derivata:

ϕ′(x) = γ′s(x)− (s− 2)(x− 1)− (s− 2)(s− 1)

2
(x− 1)2 =

= (xs−1 − x)− (s− 2)(x− 1)− (s− 2)(s− 1)

2
(x− 1)2 = O

(
|x− 1|3

)
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da cui
∂

∂y
ϕ(1 + ε2y) = ε2ϕ′(1 + ε2y) = O

(
ε8|y|3

)
.

Dunque

u′(y) =
α2(α2 − Ω2

0)y2

2Ω2
0(1 + ε2y)2 +

2(α2 − 3Ω2
0)(2α2 − 5Ω2

0)ε2y3

3Ω2
0(1 + ε2y)2 +

+
5(α2 − 3Ω2

0)(α2 − 4Ω2
0)ε4y4

6Ω2
0(1 + ε2y)2 +

Ω2
0

ε6

∂

∂y
ϕ(1 + ε2y) =

=
α2(α2 − Ω2

0)

2Ω2
0(1 + ε2y)2 y

2 +O
(
ε8|y|3

)
.

Con queste stime in mente possiamo calcolare

−ε2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) u(y)

[
g2
β

]′
= −ε2

[
(1 + ε2y)u(y)g2

β(y)
]η
−η +

+ε2

∫ η

−η
dy
(
ε2u(y) + (1 + ε2y)u′(y)

)
g2
β =

=
α2(α2 − Ω2

0)ε2

2Ω2
0

∫ η

−η
dy

y2

1 + ε2y
g2
β +O(ε2η0+2η3) +O(ε4) =

=
(α2 − Ω2

0)ε2

Ω2
0

V +O(ε4)

se η0 > 2. Quindi abbiamo che∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[
2µβ +

α2β

(1 + ε2y)2

(
2y − α2β

4Ω2
0

)
− 2ε2u(y)

]
gβ g

′
β =

= −α2β − µβε2 − α2βε2

[
3

〈
gβ

∣∣∣∣ y

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ gβ〉
η

+
α2β

8Ω2
0

]
+

+
(α2 − Ω2

0)ε2

Ω2
0

V +O(βε2) +O(ε4) =

= −α2β − µβε2 +
(α2 − Ω2

0)ε2

Ω2
0

V +O(βε2) +O(ε4).

Adesso dunque utilizziamo le stime che abbiamo ottenuto per ricavare〈
gβ

∣∣∣∣ −α2y

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ gβ〉
η

= Kε2 +Qε2 − α2β − µβε2+
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+
(α2 − Ω2

0)ε2

Ω2
0

V +O(βε2) +O(ε4)−

−α
2ε2

2

〈
gβ

∣∣∣∣ y2

(1 + ε2y)3

∣∣∣∣ gβ〉
η

+O
(
εη0+2η3

)
=

= −α2β + ε2

[
K +Q− µβ +

α2 − 2Ω2
0

Ω2
0

V +O(ε2)

]
+O(βε2).

Notiamo che grazie all’equazione appena scritta abbiamo anche 〈gβ |y| gβ〉η =

O(β) +O(ε2).

Studiamo poi α4β
4Ω2

0

〈
gβ

∣∣∣ 1
(1+ε2y)2

∣∣∣ gβ〉
η
. Questo termine si può stimare sempli-

cemente stimando il denominatore, ed otteniamo

α4β

4Ω2
0

〈
gβ

∣∣∣∣ 1

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ gβ〉
η

=
α4β

4Ω2
0

(1 +O(ε2)).

Il termine mancante verrà studiato cos̀ı com’è.

5.5.2 Stime sul valore di β∗

Cerchiamo un valore β∗ minimale, e dunque tale che

∂βE
gv
β

∣∣∣
β=β∗

= 0.

Mostriamo innanzitutto che in queste ipotesi possiamo supporre che β∗ =

O(1).

Proposizione 5.5.3. Sia β∗ minimizzante per Egv
β . Allora β∗ = O(1).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che |β∗| � 1. Quando ε→ 0

Wβ∗(y) ≥ α2

2(1 + ε2y)2

[
(y − β∗2)2 +

(
(s+ 2)

4
− 1

)
β∗

2 − ε2β∗y
2

]
≥

≥ α2

2(1 + ε2η)2

[
s− 2

4
β∗

2 − ε2ηβ∗

]
≥ α2

2(1 + o(1))2

[
s− 2

4
β∗

2 − o(1)β∗

]
e dunque varrebbe che

Egv
β∗
� 1

e questo ci basta per ottenere l’assurdo da

1� Egv
β∗
≤ Egv

0 = O(1).
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Alla luce di questa stima otteniamo che il β∗ corrispondente è tale che

0 = −α2β∗ +
α4β∗
4Ω2

0

+ ε2

[
K +Q− µβ∗+

+
α2 − 3Ω2

0

Ω2
0

V +O(ε2)

]
+O(β∗ε

2) =

= −α2β∗ +
α4β∗
4Ω2

0

+ ε2 [K +Q− (K + V + 2Q)+

+(s− 1)V +O(ε2)
]

+O(β∗ε
2) =

= −α2β∗ +
α4β∗
4Ω2

0

+ ε2
[
(s− 2)V −Q+O(ε2)

]
+O(β∗ε

2)

cioè tale che

β∗

(
α2 − α4

4Ω2
0

)
(1 +O(ε2)) = ε2

[
(s− 2)V −Q+O(ε2)

]
.

Ma il prefattore di β∗ non è altro che

α2 − α4

4Ω2
0

=
α2

4Ω2
0

(
4Ω2

0 − Ω2
0(s+ 2)

)
= −α

2

4
(s− 2) = −Ω2

0(s2 − 4)

4
< 0

dato che s > 2. Allora otteniamo

β∗ = −ε2 4

Ω2
0(s2 − 4)

[
(s− 2)V −Q+O(ε2)

]
.

Se usiamo questa stima possiamo ottenere su δ∗ la seguente

δ∗ =
α2β∗
2Ω0ε2

= − 2

Ω0(s− 2)

[
(s− 2)V −Q+O(ε2)

]
.

Osservazione. Le stime appena calcolate ci forniscono informazioni sulla forte

simmetria di gβ∗ . Infatti da 〈gβ∗ |y| gβ∗〉η = O(ε2) abbiamo che∫ η

−η
dy y g2

β∗ =

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) y gβ∗ − ε2

∫ η

−η
dy y2 g2

β∗ = O(ε2)

stima che sottolinea un comportamento simmetrico di gβ∗ rispetto all’origine.

Per quanto riguarda l’unicità del β∗ minimizzante supponiamo di avere due

valori β1
∗ e β2

∗ tali che

Egv
β1
∗

= Egv
β2
∗

= inf
β∈R

Egv
β .
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Sappiamo che per entrambi vale la stima che abbiamo calcolato sopra, e in

particolare

β1
∗ − β2

∗ = O(ε2).

Sappiamo inoltre che Egv
β è regolare in β, quindi esprimendo Egv

β in serie di

Taylor attorno a β1
∗ otteniamo per4 C > 0

Egv
β = Egv

β1
∗

+
1

2
C(β − β1

∗)
2 +O

(
|β − β1

∗ |3
)

dunque

Egv
β2
∗

= Egv
β1
∗

+
1

2
C(β2

∗ − β1
∗)

2 +O
(
|β2
∗ − β1

∗ |3
)
.

Dato che ora (β1
∗ − β2

∗)
3 � (β1

∗ − β2
∗)

2
allora abbiamo che definitivamente

Egv
β2
∗
≥ Egv

β1
∗

+
1

4
C(β2

∗ − β1
∗)

2

ma dato che le due energie coincidono, si deve avere che definitivamente

β1
∗ = β2

∗ e abbiamo quindi dimostrato il Teorema 4.1.1.

5.6 Introduzione del funzionale limite

Introduciamo ora quello che rappresenta il funzionale limite del sistema:

E lim[g] :=

∫
R
dy

{
1

2
[g′]2 +

α2

2
y2g2 +

1

2π
g4

}
. (5.10)

Per questo funzionale vale una proposizione di esistenza del minimo analoga

a quella enunciata per i funzionali precedenti.

5.6.1 Minimizzazione di E lim

Proposizione 5.6.1. Sia Dlim definito come

Dlim :=
{
g ∈ H1(R) : g = g∗, ‖g‖22 = 1

}
.

Allora il funzionale E lim ammette su Dlim un unico minimizzatore positivo

glim tale che

Elim := inf
g∈Dlim

E lim[g] = E lim[glim]

4 Il calcolo esplicito di C, corrispondente alla derivata seconda di Egv
β in β∗ deve essere

svolto procedendo come nella Proposizione 5.5.2 e lo omettiamo qui per brevità.
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che può essere scelto strettamente positivo. Tale minimizzatore soddisfa

l’equazione variazionale

− 1

2
g′′lim +

α2

2
y2glim +

1

π
g3

lim = µlimglim. (5.11)

µlim si dice nuovamente potenziale chimico ed è tale che µlim = Elim +
1

2π‖glim‖44. Inoltre la funzione glim è in C∞(R) e soddisfa la (5.11) in senso

classico.

Dimostrazione. La dimostrazione procede analogamente al caso del funzio-

nale di Giant Vortex.

Corollario 5.6.2. glim è pari rispetto all’origine.

Dimostrazione. Il funzionale è invariante per riflessione rispetto all’origine,

cioè g̃(y) := g(−y) e g(y) hanno la stessa energia. Allora dall’unicità del

minimizzatore segue il risultato.

5.6.2 Stime

Per il minimizzatore del funzionale E lim possiamo dedurre stime di decadi-

mento migliori di quelle dei minimizzatori degli altri funzionali.

Proposizione 5.6.3. Esiste una costante K tale che

‖glim‖24e
−α

2
y2 ≤ glim(y) ≤ K‖glim‖∞e

−α
4
y2
.

Dimostrazione. Anche qui per la dimostrazione applichiamo il metodo del-

le sopra e delle sottosoluzioni. Fissiamo innanzitutto y ≥ 0. Dato che il

minimizzatore è pari qualsiasi stima per y positivi varrà anche per y negativi.

Supponiamo allora inizialmente di considerare la nostra funzione con y ∈
B(a)c, cioè tale che y ≥ a.

Per la positività di glim vale che

−1

2
g′′lim =

(
µlim −

α2

2
y2 − 1

π
g2

lim

)
glim ≤
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≤
(
µlim −

α2

2
a2

)
glim ≤ −

α2

4
glim

se a ≥ 4µlim

α2 . Allora glim è sottosoluzione del problema

−1

2
g′′lim +

α2

4
y2glim = 0.

Se adesso consideriamo la funzione

gsup(y) := K‖glim‖∞e
−α

4
y2

questa è soprasoluzione della stessa equazione, infatti

−1

2
g′′sup +

α2

4
y2gsup =

α

4
gsup ≥ 0

e, a meno di scegliere K ≥ e
α
4
a2

, gsup(a) ≥ glim(a). Per il principio del

massimo e la monotonia di gsup, se y ≥ 0 allora

glim(y) ≤ K‖glim‖∞e
−α

4
y2
.

Per l’altra disuguaglianza notiamo ora che glim è soprasoluzione del problema

−1

2
g′′lim +

α2

2
y2glim +

1

π
g3

lim = µlimglim.

Se definiamo

ginf(y) := K′e−
α
2
y2

per K′ opportuno questa è sottosoluzione dello stesso problema; infatti

−1

2
g′′inf +

α2

2
y2ginf +

1

π
g3

inf =
α

2
ginf +

1

π
g3

inf

e dato che in generale vale che

α

2
+

1

π
‖glim‖44 ≤ µlim ⇒

α

2
≤ µlim −

1

π
‖glim‖44

allora

−1

2
g′′inf +

α2

2
y2ginf +

1

π
g3

inf ≤
(
µlim −

1

π
‖glim‖44

)
ginf +

1

π
g3

inf ≤

≤
(
µlim −

1

π
‖glim‖44 +

1

π
(K′)2

)
ginf ≤ µlimginf

se K′ ≤ ‖glim‖24, da cui ginf è sottosoluzione.
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Ora si ha che glim ha un unico massimo nell’origine; per mostrare questo

risultato basta ricordare che glim è pari e notare che se si avesse un altro

punto di massimo per y > 0 allora la minimalità di glim verrebbe meno e ci

darebbe un assurdo: infatti il fatto che il potenziale ha un minimo nell’origine

permette di diminuire l’energia di uno stato spostando massa da y > 0

all’origine5 (si veda anche la Proposizione 2.2 in [CPRY1]).

A questo punto però possiamo concludere come sopra, scegliendo K2 = ‖glim‖24
cos̀ı che nell’origine

glim(0) = ‖glim‖∞ ≥ ‖glim‖24 = ginf(0)

e ottenere che

glim ≥ ‖glim‖24e
−α

2
y2
.

Dato che ci servirà in seguito esibiamo anche una stima sulla derivata prima

di glim.

Proposizione 5.6.4. Esiste una costante C tale che∣∣g′lim(y)
∣∣ ≤ Cy2e−

α
4
y2
.

Dimostrazione. Ricordiamo che glim è pari e quindi la sua derivata è dispari.

La stima si ottiene dunque integrando l’equazione (5.11); infatti se y ≥ 0

vale che∣∣g′lim(y)
∣∣ =

∣∣∣∣∫ +∞

y
dτg′′lim(τ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2 ∫ +∞

y
dτ

(
µlim −

α2

2
τ2 − 1

π
glim

)
glim

∣∣∣∣ ≤
≤ C1

[
µlim

∫ +∞

y
dτe−

α
4
τ2

+

+
α2

2

∫ +∞

y
dτe−

α
4
τ2
τ2 +

1

π

∫ +∞

y
dτe−

α
2
τ2

]
≤

≤ C2y
2e−

α
4
y2

avendo fatto uso nell’ultima disuguaglianza di alcune stime per le code

dell’esponenziale (fare riferimento per esempio a pagg. 228-229 di [AS]).

5 Notiamo che il fatto di avere un unico massimo nell’origine e il decadimento all’infinito

ci dicono che glim è monotòna decrescente in [0,+∞).

55



5.7 Relazioni fra Egv
∗ e il funzionale limite

A questo punto usiamo il valore critico β∗ che abbiamo ottenuto per ottenere

delle stime sull’energia e sui minimizzatori. A questo valore è associata ancora

una volta una energia data da

Egv
∗ [g] := Egv

β∗
[g] =

=

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

{
1

2
[g′]2 +Wβ∗(y)g2 + ε2u(y)g2 +

1

2π
g4

}
(5.12)

con Egv
∗ := Egv

β∗
.

Nel limite di ε→ 0 otteniamo che il funzionale Egv
∗ assume almeno formal-

mente la forma data da E lim. Questa idea è alla base della dimostrazione del

Teorema 4.1.2.

Dimostrazione del Teorema 4.1.2. Per stabilire una relazione fra le due ener-

gie è sufficiente usare un’opportuna funzione test per l’una al fine di ottenere

una stima per l’altra e viceversa.

In questa ottica definiamo

gT (y) :=


Cg∗(y), ∀|y| ≤ η,
Cg∗(η)r

(
y
η

)
, ∀η ≤ |y| ≤ 2η,

0, |y| ≥ 2η,

con g∗ := gβ∗ , r ∈ C∞(R) monotòna con r(1) = 1, r(2) = 0 e C tale che

‖gT ‖22 = 1.

Iniziamo con lo stimare il valore di C: imponendo la normalizzazione di gT
abbiamo

1 = ‖gT ‖22 = C2

[∫ η

−η
dy g2

∗ + 2g2
∗(η)

∫ 2η

η
dy r2

(
y

η

)]
.

Possiamo stimare il primo integrale e ottenere∫ η

−η
dy g2

∗ = 1− ε2

∫ η

−η
y dy g2

∗ =

= 1− ε2 〈g∗ |y| g∗〉η
(
1 +O(ε2)

)
= 1 +O(ε4)

e dunque

1 = C2
[
1 +O(ε4)

]
⇒ C2 = 1 +O(ε4).
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Calcoliamo allora

E lim[gT ] =

∫
R

dy

{
1

2

∣∣g′T ∣∣2 +
α2

2
y2g2

T +
1

2π
g4
T

}
=

= C2

[∫ η

−η
dy

{
1

2
|g′∗|2 +

α2

2
y2g2
∗ +

C2

2π
g4
∗

}
+

+2g2
∗(η)

∫ 2η

η
dy

{
1

2η2

[
r′
(
y

η

)]2

+
α2

2
y2r2

(
y

η

)
+
C2

2π
r4

(
y

η

)}]
.

Dato che usando le stime note per β∗ si ha che〈
g∗

∣∣∣∣Wβ∗(y) + ε2u(y)− α2

2
y2

∣∣∣∣ g∗〉
η

=

=

〈
g∗

∣∣∣∣ 1

2(1 + ε2y)2

(
α4β2

∗
4Ω2

0

− 2α2β∗y − ε2α2β∗y
2

)
−

− α2

2(1 + ε2y)2 ε
2y3(2− ε2y) + ε2u(y)

∣∣∣∣ g∗〉
η

= O(ε2) (5.13)

allora

E lim[gT ] = C2
[
Egv
∗ +O(ε2) +O(ε2η0)

]
= Egv

∗ +O(ε2).

Analogamente, se glim è un elemento che realizza il minimo per Elim conside-

riamo allora Cglim con C tale che Cglim come funzione ristretta in Aη sia in

Dgv
∗ . Allora di nuovo C2 = 1 +O(ε4) e abbiamo che

Egv
∗ [Cglim] = C2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

{
1

2
(g′lim)2 +Wβ∗g

2
lim +

C2

2π
g4

lim

}
=

= (1 +O(ε4))C2

[∫ η

−η
dy

{
1

2
(g′lim)2 +

α2

2
y2g2

lim +
1

2π
g4

lim

}
+O(ε4)

]
≤

≤ Elim +O(ε4)

da cui concludiamo che

Egv
∗ = Elim +O(ε2).

Osservazione. Notiamo che l’errore viene stimato come O(ε2) a causa della

stima di
〈
g∗
∣∣y3
∣∣ g∗〉 come O(1). Ci si potrebbe aspettare dalla simmetria di

g∗ che l’errore sia in realtà più piccolo.
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La Proposizione 4.1.3, o più precisamente l’equazione (5.14) ci permette di

fare proprio questo, infatti si ha∥∥g2
∗ − g2

lim

∥∥
L2
η

= O
(√
|Elim − Egv

∗ |
)

+O
(
ε2η

7
2

)
.

e nella dimostrazione appena vista abbiamo fatto uso delle seguenti (si veda

la (5.13))

|Elim − Egv
∗ | = O

(
ε2
〈
g∗
∣∣y3
∣∣ g∗〉)+O(ε4),〈

g∗
∣∣y3
∣∣ g∗〉 = O(1).

Se ora notiamo però che∣∣〈g∗ ∣∣y3
∣∣ g∗〉∣∣ =

∣∣∣∣∫ η

−η
dy y3g2

∗

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ η

−η
dy y3

(
g2
∗ − g2

lim

)∣∣∣∣ ≤ η 7
2

∥∥g2
∗ − g2

lim

∥∥
L2
η

allora abbiamo che

|Elim − Egv
∗ | = O

(
ε2
〈
g∗
∣∣y3
∣∣ g∗〉)+O(ε4) =

= O
(
ε2η

7
2

∥∥g2
∗ − g2

lim

∥∥
L2
η

)
+O(ε4) =

= O
(
ε2η

7
2

√
|Elim − Egv

∗ |
)

+O(ε4).

Da quest’ultima formula possiamo dedurre

Egv
∗ = Elim +O

(
ε4η7

)
.

5.7.1 Relazioni fra i minimizzatori

Usiamo a questo punto la relazione appena trovata per dimostrare la Propo-

sizione 4.1.3.

Dimostrazione della Proposizione 4.1.3. Dalla Proposizione 5.6.3 abbiamo

che glim > 0. Definiamo allora in (−η, η)

v(y) :=
g∗(y)

glim(y)

e cerchiamo di mostrare le stime sui minimizzatori in termini di v. Usiamo

la minimizzazione di Egv
∗ e otteniamo

Egv
∗ = Egv

∗ [g∗] = Egv
∗ [v glim] =
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=

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

{
1

2
[(v glim)′]2 +Wβ(y)[v glim]2 +

1

π
[v glim]4

}
.

Inizialmente studiamo il termine cinetico. Abbiamo

1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)[(v glim)′]2 =

=
1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

(
[v′]2g2

lim + 2vv′ glimg
′
lim + v2[g′lim]2

)
=

=
1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

(
[v′]2g2

lim +
1

2
(v2)′(g2

lim)′ + v2[g′lim]2
)

=

=
1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

(
[v′]2g2

lim + v2[g′lim]2
)

+
1

4

[
(1 + ε2y)v2(g2

lim)′
]η
−η −

−1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)v2

(
[g′lim]2 + glimg

′′
lim

)
− ε2

4

∫ η

−η
dy v2(g2

lim)′.

Faremo uso del seguente Lemma.

Lemma 5.7.1. Esiste una costante positiva C tale che per ogni y ∈ R∣∣g′lim(y)
∣∣ ≤ Cη3glim(y).

Dimostrazione. Integriamo la (5.11) fra y > 0 e 2η; abbiamo che

1

2
g′lim(y) =

1

2
g′lim(2η) +

∫ 2η

y
dξ

(
µlim −

1

π
g2

lim −
α2

2
ξ2

)
glim.

Dalla monotonia di glim otteniamo il fatto che g′lim(y) ≤ 0 e che g′lim(2η) ≤ 0

e dunque∣∣∣∣12g′lim(y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣12g′lim(2η)

∣∣∣∣− ∫ 2η

y
dξ

(
µlim −

1

π
g2

lim −
α2

2
ξ2

)
glim =

=

∣∣∣∣12g′lim(2η)

∣∣∣∣+

∫ 2η

y
dξ

(
α2

2
ξ2 +

1

π
g2

lim − µlim

)
glim.

Dato che α2

2 ξ
2 + 1

πg
2
lim ≤ C1η

2 allora∣∣∣∣12g′lim(y)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣12g′lim(2η)

∣∣∣∣+

∫ 2η

y
dξ

(
α2

2
ξ2 +

1

π
g2

lim

)
glim ≤

≤ C24η2e−
α
2
η + 2C1η

3glim(y) ≤

≤ C3η
2glim(η) + 2C1η

3glim(y) ≤ C4η
3glim(y).
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Questo vuol dire che∣∣v2(η)glim(η)g′lim(η)
∣∣ =

g2
∗(η)

glim(η)
|g′lim(η)| ≤ O(ε2η0η3).

Inoltre dalla parità di glim abbiamo

ε2

4

∫ η

−η
dy v2(g2

lim)′ =
ε2

4

∫ η

−η
dy (v2 − 1)(g2

lim)′

e dunque
1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)[(v glim)′]2 =

=
1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)[v′]2g2

lim −
1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)v2glimg

′′
lim−

−ε
2

4

∫ η

−η
dy (v2 − 1)(g2

lim)′ +O(ε2η0η3) =
1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)[v′]2g2

lim+

+

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)v2glim

[
µlimglim −

α2

2
y2glim −

1

π
g3

lim

]
−

−ε
2

4

∫ η

−η
dy (v2 − 1)(g2

lim)′ +O(ε2η0η) =

=
1

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)|v′|2g2

lim + µlim −
α2

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)y2g2

∗−

− 1

π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)g2

∗ g
2
lim −

ε2

4

∫ η

−η
dy (v2 − 1)(g2

lim)′ +O(ε2η0η3) =

= Elim − ε2

4

∫ η

−η
dy (v2 − 1)(g2

lim)′+

+

∫ η

−η
dy (1+ε2y)g2

lim

{
1

2
|v′|2 − α2

2
y2v2 +

1

2π

(
g2

lim − 2g2
limv

2
)}

+O(ε2η0η3).

Allora abbiamo

Egv
∗ = Elim − ε2

4

∫ η

−η
dy (v2 − 1)(g2

lim)′ + F [v] +O(εη0)

con F [v] definito come

F [v] :=

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)g2

lim

{
1

2
[v′]2+

+

(
Wβ(y) + ε2u(y)− α2

2
y2

)
v2 +

1

2π
g2

lim

(
1− v2

)2}
.
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Abbiamo

1

2π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)g4

lim[1− v2]
2 ≤ F [v] +O(ε4) ≤

≤ |Elim − Egv
∗ |+

ε2

2

∫ η

−η
dy |v2 − 1||g′lim|glim +O(ε4) ≤

≤ |Elim − Egv
∗ |+

Cε2η3

2

∫ η

−η
dy (v2 − 1)g2

lim +O(ε4) ≤

≤ Cε2η
7
2

∥∥g2
lim(v2 − 1)

∥∥
L2
η

+ |Elim − Egv
∗ |+O(ε4).

A questo punto possiamo riscrivere la stessa equazione come(∥∥g2
lim(v2 − 1)

∥∥
L2
η
− C ′ε2η

7
2

)2
≤ |Elim − Egv

∗ |+O
(
ε4η7

)
⇒
∥∥g2

lim(v2 − 1)
∥∥
L2
η

= O
(√
|Elim − Egv

∗ |
)

+O
(
ε2η

7
2

)
. (5.14)

A questo punto usando le stesse tecniche dell’osservazione in fondo alla

dimostrazione del Teorema 4.1.2 possiamo ottenere che∥∥g2
lim(v2 − 1)

∥∥
L2
η

= O(ε2η
7
2 )

e dalla definizione di v dedurre la prima stima fra g∗ e glim.

Fissato ν, sia ora ξ tale che glim(±ξ) = 1
ην . Dalla monotonia di glim esso è

univocamente determinato; inoltre dalle stime su glim possiamo scrivere

ξ ∝
√
ν| log η| −−−→

ε→0
+∞

e questo ci permette di definire Â come

Â :=

{
y ∈ R : glim(y) ≥ 1

ην

}
= [−ξ, ξ]

da cui si ottiene che∫ ξ

−ξ
dy (v2 − 1)

2 ≤ η4ν

∫ ξ

−ξ
dy g4

lim(v2 − 1)
2 ≤

≤ η4ν
∥∥g2

lim(v2 − 1)
∥∥2

L2
η
≤ Cε4η7+4ν .

A questo punto scegliamo ρ > 0 da fissare in seguito e supponiamo per

assurdo che in un certo punto y0 si abbia∣∣v2(y0)− 1
∣∣ ≥ ρ.
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Adesso usando il fatto che
∥∥g2

lim(v2 − 1)
∥∥
L2
η

= O(ε) sulla stima per F [v]

otteniamo

‖v′‖2L2(Â) ≤ η
2ν

∫
Â

dy g2
lim|v′|

2 ≤

≤ 2η2ν

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

1

2
g2

lim|v′|
2 ≤ F [v] = O

(
ε4η7+2ν

)
allora per y ≤ y0 in Â abbiamo

|v(y)− v(y0)| ≤
∫ y0

y
dy |v′| ≤ (2η)

1
2 ‖v′‖L2(Â) = O

(
ε2η4+ν

)
e ugualmente anche per y ≥ y0.

Allora a questo punto avremo che se ρ > 2Cε2η4+ν con C > 0 opportuna si

ha

|v(y)− 1| ≥ |v(y0)− 1| − |v(y)− v(y0)| ≥

≥ ρ− Cε2η4+ν ≥ ρ

2
.

Ma allora vuol dire che si ha

2ξ
ρ2

4
≤
∫ ξ

−ξ
dy (1 + εy)(1− v2)

2 ≤ Cε4η7+4ν .

Dato che ξ � 1 allora vuol dire che la precedente condizione ci dice che per

C ′ > 0 opportuno

ρ ≤ C ′ε2η
7
2

+2ν .

Dal fatto che possiamo scegliere ρ tale che

ρ ≥ C ′ε2η4+2ν � ε2η
7
2

+2ν

otteniamo l’assurdo e dunque vale che per ogni y in Â

|v(y)− 1| ≤ C ′ε2η4+2ν .

Applicando ora questa stima alle due funzioni iniziali abbiamo

|g∗(y)− glim(y)| = glim(y)|v(y)− 1| ≤ C ′ε2η4+2ν

da cui la tesi.
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5.7.2 Il segno di δ∗

Sfruttiamo le stime che abbiamo calcolato per individuare il segno di δ∗.

Dimostrazione della Proposizione 4.1.4. Abbiamo

δ∗ = − 2

Ω0(s− 2)

[
(s− 2)V −Q+O(ε2)

]
.

Innanzitutto riscriviamo V e Q in termini di glim; se applichiamo la stima

che abbiamo ottenuto fra g∗ e glim vale che

V =
α2

2

〈
g∗
∣∣y2
∣∣ g∗〉η =

=
α2

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) y2g2

lim +
α2

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) y2

[
g2
∗ − g2

lim

]
.

Abbiamo che ∫ η

−η
dy (1 + ε2y) y2

[
g2
∗ − g2

lim

]
≤

≤
[∫ η

−η
dy (1 + ε2y) y4 (g∗ + glim)2

] 1
2

‖g∗ − glim‖L2
η
≤ Cε2η

7
2 ,

dunque

V =
α2

2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) y2g2

lim +O
(
ε2η

7
2

)
=

=
α2

2

∫ η

−η
dy y2g2

lim +O
(
ε2η

7
2

)
=

=

〈
glim

∣∣∣∣α2

2
y2

∣∣∣∣ glim

〉
+O

(
ε2η

7
2

)
.

Inoltre

Q =
1

2π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g4

∗ =

=
1

2π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g4

lim +
1

2π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[
g4

lim − g4
∗
]
.

Dato che∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

[
g4

lim − g4
∗
]
≤ C

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

∣∣g2
lim − g2

∗
∣∣ ≤
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≤ C
[∫ η

−η
dy (1 + ε2y) (g∗ + glim)2

] 1
2

‖g∗ − glim‖L2
η
≤ C ′ε2η

7
2

allora dalle stime della Proposizione 5.6.3

Q =
1

2π

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g4

lim +O
(
ε2η

7
2

)
=

=
1

2π

∫ η

−η
dy g4

lim +O(ε2η
7
2 ) =

1

2π

∫
R
g4

lim +O
(
ε2η

7
2

)
.

Da quanto appena scritto deduciamo

δ∗ = − 2

Ω0(s− 2)

[
(s− 2)V −Q+O(ε2)

]
=

= − 2

Ω0(s− 2)

[〈
glim

∣∣∣∣α2(s− 2)

2
y2 − g2

lim

∣∣∣∣ glim

〉
+O

(
ε2η

7
2

)]
.

Dato però che usando di nuovo la Proposizione 5.6.3 per stimare dal basso

glim abbiamo∫
R

dy
α2(s− 2)

2
y2g2

lim ≥ ‖glim‖44
∫
R

dy
α2(s− 2)

2
y2e−

α
2
y2

=

= (s− 2)
√

2απ‖glim‖44
e dunque

δ∗ ≤ −
2‖glim‖44

Ω0(s− 2)

[
(s− 2)

√
2απ − 1

2π
+O

(
ε2η

7
2

)]
da cui la tesi.

5.8 Stime dall’alto per EGP

Mostriamo ora l’upper bound per EGP.

Dimostrazione del Teorema 4.1.5. Come sopra l’idea è di usare una oppor-

tuna funzione test. Definiamo allora

g̃(y) :=


Cg∗(y), |y| ≤ η,
Cg∗(η)r

(
y
η

)
, η ≤ |y| ≤ 2η,

0, |y| ≥ 2η,
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e successivamente

f̃(x) :=
1√
2πε

g̃

(
x− 1

ε2

)
con C tale che f̃ ∈ DGP .

Stimiamo inizialmente il valore di C:

1 = ‖f̃‖22 = ‖g̃‖2L2
η

= C2

[
1 + 2g2

∗(η)

∫ 2η

η
dy r

(
y

η

)]
=

= C2
[
1 +O

(
ε2η0η

)]
⇒ C2 = 1 +O

(
ε2η0η

)
.

Infine definiamo ψT (x) := f̃(x)ei(Ω+δ∗+δε)θ con δε tale che

Ω + δ∗ + δε = bΩ + δ∗ + δεc = bΩ + δ∗c.

In particolare con questa definizione si ha che δε è negativo. Definiamo ora

V (x) :=
1

2

(
1− x2 +

δ∗ + δε
Ω

)2 1

x2
+
xs − 1

s
− x2 − 1

2
.

In questo potenziale possiamo distinguere le parti direttamente dipendenti

da δε ed ottenere

V (x) = Uδ∗(x) +
δε
2Ω

(
2(1− x2) +

2δ∗ + δε
Ω

)
1

x2
= Uδ∗(x) + Uε(x).

A questo punto usiamo la nostra funzione test nel funzionale di Gross-

Pitaevskii:

EGPΩ [ψT ] :=

∫
R2

dx

{
1

2
[∇f̃ ]2 + Ω2V (x)f̃2 +

1

ε4
f̃4

}
=

= 2π

∫ +∞

0
dx x

{
1

2
[f̃ ′]2 + Ω2V (x)f̃2 +

1

ε4
f̃4

}
=

=
1

ε4

∫ +∞

−ε−2

dy (1 + ε2y)

{
1

2
[g̃′]2 +

Ω2
0

ε4
V (x)g̃2 +

1

2π
g̃4

}
.

Dato che per ipotesi − 1
ε2
≤ −2η allora abbiamo

EGPΩ [ψT ] =
1

ε4

[∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

{
1

2
|g̃′|2 +

Ω2
0

ε4
V (x)g̃2 +

1

2π
g̃4

}
+

+

∫
η≤|y|≤2η

dy (1 + ε2y)

{
C2g2(η)

2
|r′|2 +

C2Ω2
0g

2(η)

ε4
V (x)r2+
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+
C4g4(y)

2π
r4

}]
=

1

ε4

[
Egv
∗ [g̃] +

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

Ω2
0

ε4
Uε(x)g̃2+

+

∫
η≤|y|≤2η

dy (1 + ε2y)

{
C2g2(η)

2
|r′|2+

+
C2Ω2

0g
2(η)

ε4
V (x)r2 +

C4g4(y)

2π
r4

}]
.

Ora il termine di “coda” si stima facilmente come∫
η≤|y|≤2η

dy (1 + ε2y)

{
C2g2(η)

2
|r′|2 + C2g2(η)V (y)r2 +

C4g4(y)

2π
r4

}
≤

≤ (1 +O(ε2η))C2g2(η)

∫
η≤|y|≤2η

dy

{
1

2
‖r′‖2∞ +O(η2)‖r‖2∞+

+
C2g2(y)

2π
‖r‖4∞

}
= O

(
ε2η0η3

)
e dunque

EGPΩ [ψT ] =
1

ε4
Egv
∗ [g̃] +

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) Ω2Uε(x)g̃2 +O

(
ε2η0−4η3

)
.

Ora se chiamiamo W∗ := Wβ∗ allora il primo termine diviene

Egv
∗ [g̃] = C2

∫ η

−η
dy (1 + ε2y)

{
1

2
|g′∗|2 +

(
W∗(y) + ε2u(y)

)
g2
∗ +

C2

2π
g4
∗

}
=

= C2Egv
∗ [g∗] + (C2 − 1)

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) g4

∗ = Egv
∗
(
1 +O

(
ε2η0η

))
e dunque

EGPΩ [ψT ] =
1

ε4
Egv
∗ +

∫ η

−η
dy (1 + ε2y) Ω2Uε(x)g̃2 +O

(
ε2η0−4η3

)
.

Per il termine centrale facciamo uso delle stime su β∗ e g∗, cos̀ı otteniamo∫ η

−η
dy (1 + ε2y) Ω2Uε(x)g̃2 = C2

∫ η

−η
(1 + ε2y)dy Ω2Uε(x)g2

∗ =

= C2

∫ η

−η
dy

δε
2(1 + ε2y)

(
2Ω
(

1− (1 + ε2y)
2
)

+ 2δ∗ + δε

)
g2
∗ =

=
C2δε

2

{
2δ∗ + δε − 2Ωε2

〈
g∗

∣∣∣∣y(2 + ε2y)

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ g∗〉
η

+O(ε4)

}
=
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=
C2δε

2

{
2δ∗ + δε − 4

Ω0

ε2

〈
g∗

∣∣∣∣ y

(1 + ε2y)2

∣∣∣∣ g∗〉
η

− 4Ω0

α2
V +O(ε4)

}
=

=
C2δε

2

{
2δ∗ + δε +

4Ω0

α2ε2

[
−α2β∗ + ε2

(
α2 − 3Ω2

0

Ω2
0

V −Q
)]

+O(ε4)

}
=

=
C2δε

2

{
2δ∗ + δε −

8Ω2
0

α2
δ∗ +

4(α2 − 4Ω2
0)

Ω0α2
V − 4Ω0

α2
Q+O(ε4)

}
=

=
C2δε

2

{
2(α2 − 4Ω2

0)

α2
δ∗ + δε +

4(α2 − 4Ω2
0)

Ω0α2
V − 4Ω0

α2
Q+O(ε4)

}
=

=
C2δε

2

{
2(s− 2)

s+ 2
δ∗ + δε +

4(s− 2)

Ω0(s+ 2)
V − 4

Ω0(s+ 2)
Q+O(ε4)

}
=

=
C2δε

2

{
2(s− 2)

s+ 2
δ∗ + δε +

4

Ω0(s+ 2)
[(s− 2)V −Q] +O(ε4)

}
=

=
C2δε

2

{
2(s− 2)

s+ 2
δ∗ + δε −

2(s− 2)

s+ 2
δ∗ +O(ε4)

}
=

=
C2δε

2

(
δε +O(ε4)

)
=
δ2
ε

2
+O(ε4).

A questo punto

EGPΩ [ψT ] =
1

ε4
Egv
∗ +

δ2
ε

2
+O(ε4)

e dunque la tesi.
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Questo lavoro non sarebbe stato possibile senza il continuo sostegno da

parte della mia famiglia. Se oggi sono colui che sono e faccio quello che

faccio è soprattutto grazie a loro.

Un ringraziamento particolare va inoltre a Federico ed Emanuela, i quali

hanno dovuto conoscere la mia discontinua follia e ciononostante sono

ancora qui per sopportarla.
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