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Introduzione

In questa tesi abbiamo studiato il comportamento di un condensato di Bose-
FEinstein intrappolato e posto in rotazione. L’osservazione della risposta alla
rotazione e infatti il metodo tipico di verificare la superfluidita di sistemi fisici
quali i condensati di Bose-Einstein. A differenza di un fluido classico, infatti,
I'unico possibile effetto della rotazione in un superfluido ¢ la generazione di
vortici quantizzati.

Lo studio della nucleazione dei vortici nel condensato e in generale le varie
transizioni di fase alle quali esso va incontro sono studiate da un punto di vista
matematico tramite la minimizzazione di un funzionale di singola particella,
detto funzionale di Gross-Pitaevskii. Abbiamo allora considerato il problema
variazionale ad esso associato, e in particolare I’asintotica dell’energia e dello
stato del sistema per € — 0, con 5% coefficiente del termine nonlineare nel

funzionale.

E noto in letteratura che vi sono tre diverse transizioni di fase relative
alla forma del condensato associate a tre velocita critiche di rotazione. In
particolare la prima transizione avviene con la nucleazione del primo vortice,
la seconda con la formazione di una depressione nella densita del condensato
in corrispondenza dell’origine, e la terza con la transizione ad uno stato di
“vortice gigante”.

La terza transizione e quella su cui si & concentrato il nostro lavoro: la
velocita critica ad essa associata viene raggiunta quando 2 & prossimo ad un
valore critico %. In questo regime di velocita il condensato e sostanzialmente
confinato in una corona circolare. Per velocita al di sotto del valore critico,
all’interno della corona circolare i vortici sono uniformemente distribuiti,
mentre, superata quella soglia, la corona appare priva di vortici. L’assenza di
vortici fa si che ’energia dello stato fondamentale sia prossima a quella di
una funzione a simmetria radiale con un vortice unico collocato nell’origine
(vortice gigante).

Il fatto che la funzione d’onda del condensato abbia a grandi linee questa
forma era noto ben al di sopra della velocita critica; il nostro studio invece si
¢ focalizzato sulla derivazione di una stima precisa per ’energia al fine di
poter identificare esattamente la velocita di transizione allo stato di vortice
gigante. Per fare questo abbiamo usato un funzionale energetico opportuno
ottenuto testando I'energia di Gross-Pitaevskii su stati di vortice gigante con
fase complessiva ignota e successivamente minimizzando rispetto a tale fase.
Questo processo ci ha permesso di ottenere una stima per la fase ottimale



dello stato, e una associata stima dall’alto per il minimo dell’energia di Gross-
Pitaevskii. In particolare abbiamo dimostrato che in prima approssimazione
la fase ottimale ¢ uguale alla velocita angolare del condensato % piu una
correzione non banale di ordine 1. Abbiamo infatti ricavato ’espressione
esplicita di questa correzione e mostrato che per € al di sopra di un certo
valore essa ha segno definito (negativo). A tale scopo abbiamo introdotto
un funzionale effettivo e-indipendente la cui energia approssima quella del
funzionale di vortice gigante e dimostrato stime in norma L? (con p = oo
compreso) sulla differenza fra i relativi minimizzatori.

I principali strumenti matematici utilizzati spaziano dalla teoria standard
del calcolo variazionale alla teoria delle equazioni differenziali alle derivate
parziali; piu nel dettaglio si sono sfruttate tecniche analitiche per lo studio
di equazioni differenziali di tipo ellittico (principio del massimo, metodo
delle sopra e sottosoluzioni, stime di Sobolev, etc.), elementi di teoria degli
operatori di Schrodinger e strumenti di analisi asintotica.

Il materiale della tesi & organizzato in capitoli. Nel ¢ introdotto il
contesto fisico e discussi i fenomeni chiave: condensazione di Bose-Einstein
e superfluidita. Nel viene quindi definita la teoria di Gross-
Pitaevskii per condensati in rotazione e discussi i principali aspetti matematici.
Piu precisamente si riassume il comportamento asintotico quando ¢ — 0
dell’energia di Gross-Pitaevskii e dei relativi minimizzatori, con particolare
attenzione alle transizioni di fase e relative velocita critiche. Nel
ci si e concentrati maggiormente sul regime di rotazione molto rapida, ovvero
per velocita angolari dell’ordine della terza velocita critica. Il problema
matematico trattato nella tesi & qui formulato nel dettaglio. Il e
dedicato all’esposizione dei risultati originali di questa tesi, e a commenti
su possibili prospettive future. Le dimostrazioni sono quindi contenute nel
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Notazione

Nel corso del testo molto spesso sono stati utilizzati termini di confronto
asintotico; spieghiamo brevemente la notazione usata.

Supponiamo f. e g delle quantita reali positive dipendenti da un parametro
¢. Indicheremo:

fe>g. se lim% = 400

e—09¢
fe << ge se g> fe

fe ~ge se lir%g—g:c, con 0 < c < +o0
e—09¢

feSg- se iig(l]g—z:ccon0<c§1

fe ng S€  ge st

mentre se sono scelte non necessariamente positive, scriveremo:
fe=0(g:) < esiste C>0: |f:] <C|ge]

fe =0(9:) <= lim & =0,
e—0 g¢

e in particolare definiremo

O(e®) = [ 0.

acRt
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CAPITOLO 1

Fenomenologia dei Condensati

Nel 1924 l'indiano Satyendra Nath Bose in una lettera indirizzata ad Albert
Einstein gli chiedeva di tradurre e pubblicare un suo lavoro sulla statistica
dei fotoni [B] . Einstein nel leggere il testo si rese subito conto del potenziale
di quel lavoro, e, dopo averlo tradotto, lo propose per la pubblicazione
commentando:

“Secondo la mia opinione la derivazione della formula di Plank da
parte di Bose rappresenta un grande passo avanti. Il metodo usato si
puo anche applicare nella teoria quantistica dei gas ideali e io stesso
lavorero nel dettaglio sull’argomento in pubblicazioni successive.”

Albert Einstein, 1924E]

Da questo primo testo e da alcuni lavori del medesimo anno e dell’anno
successivo [E] della coppia nascevano le basi per la teoria dei Condensati
di Bose-Einstein.

1.1 Condensazione di Bose-Einstein

E sorprendente che, nonostante la sua natura intrinsecamente quantistica, il
fenomeno della condensazione di Bose-Einstein sia stato predetto da Bose e
Einstein anni prima del definitivo consolidamento della Meccanica Quantistica.
In effetti la comprensione del fenomeno richiede di tenere conto degli effetti
quantistici in ambito statistico; piu precisamenteE] la condensazione di Bose-
Einstein ¢ la manifestazione piu rilevante della statistica quantistica di Bose,

! “Bose’s Ableitung der Planckschen Formel bedeutet nach meiner Meinung einen
wichtigen Fortschritt. Die hier benutzte Methode liefert auch die Quantentheorie des
idealen Gases, wie ich an anderer Stelle ausfithren will” in [B], citato in [PSal, pag 6,
traduzione a cura dell’autore.

% Si faccia riferimento anche a [Lu], [PSm] e [PST].



argomento effettivo del lavoro sopra citato. Assumendo che lo stato di un
sistema di bosoni (particelle quantistiche a spin intero) non-interagenti e privi
di spin debba essere simmetrico sotto scambio di particelle, Bose dedusse
che il numero di occupazione del livello energetico F; deve essere dato nella
descrizione gran canonica da

n; = E,—p y

e T —1

dove p > 0 & il potenziale chimico che deve essere fissato imponendo che il
numero totale di particelle sia N, cioé con

1
> ma =N

ier € -7 —1

Considerando ad esempio un gas di bosoni tridimensionali non-interagenti
confinati in una scatola grande con condizioni periodiche al bordo, i livelli
energetici di singola particella sonoE| E; = E(k) = k2, dove k sono i momenti
ammissibili per le particelle, ovvero k; = Q%Z, con L lato della scatola e
i = 1,2,3. In tal caso possiamo in prima approssimazione rimpiazzare la
somma sui livelli energetici ) _, con un integrale sui momenti k delle particelle:
dato che a bassa temperatura u ~ 0, il numero delle particelle negli stati
eccitati N (cioe tali che k # 0) & percio dato da (con ((z) la funzione zeta
di Riemann e V' = L? il volume della scatola)

4 L _VDE o B () V(D)
e ™= 3 2 = 2 dk 2 = 3 )
@2m)3 Jrs i 4 27 0 ek* —1 {73
cosi che la densita delle particelle p. := % negli stati eccitati non puo

eccedere un valore massimo dato da —13¢ (%) (/@T)% < +oo. Pertanto se
2

p > pe questo implica che le rimanenti garticelle devono occupare il livello
fondamentale relativo a k = 0, dato che deve valere

N = Ny + Ne.

Usando la stima di sopra abbiamo percio che la frazione di particelle nello
stato fondamentale (ad una particella) sara data da

N, 1 3
S
N 4ﬂ—§p 2

Njw

con p densita del gas. Quindi quando 7" — 0, tutte le particelle (o una
frazione prossima a 1 di esse) occupano lo stesso stato k = 0.

3 Porremo qui e nel resto della tesi & = 1 e in questo specifico caso anche m = % per
semplificare la discussione.



Pili in generale, un sistema di bosoni non-interagenti a temperatura prossima
allo zero assoluto si trovera in uno stato in cui tutte o quasi le particelle
occupano lo stato fondamentale ® del sistema a un corpo. In effetti nel caso
non-interagente tale stato, cioe

P(x1)P(x2) - P(xn),

coincide con lo stato fondamentale (bosonico) del sistema a N corpi, poiché
per ipotesi 'Hamiltoniana si decompone come

N
Hy = Z h;
i—1

con, ad esempio, h; = p? + V(x;) Hamiltoniana ad un corpo. In questo caso
ovviamente ® sarebbe lo stato fondamentale di h = —A + V(x).

Questo tipo di comportamento, che puo apparire caratteristico dei sistemi non-
interagenti, si osserva a bassa temperatura anche in presenza di interazione fra
le particelle, purché il gas sia sufficientemente diluito. In questo caso si parlera
di condensazione di Bose-Einstein quando il numero di occupazione dello stato
fondamentale del sistema ad un corpo € una frazione prossima a 1 del numero
totale di particelle. Si noti che in generale in presenza di interazione non e
piu vero che lo stato fondamentale del problema a IN corpi fattorizza come
descritto sopra. Pero sotto ipotesi di alta rarefazione e bassa temperatura,
ci si puo aspettare che tale fattorizzazione sia approssimativamente valida

quando N — +oo (si veda il [Capitolo 2.1]).

Il lavoro di Bose e Einstein, seppure teoricamente affascinante, non trovo con-
ferme sperimentali effettive fino al 1995, soprattutto per le difficolta collegate
allo sforzo di raggiungere le condizioni necessarie affinché si potessero avere
dei fenomeni osservabili: all’epoca infatti non si era in grado di raggiungere
temperature cosi basse. Il risultato fu ottenuto indipendentemente dai gruppi
del Jila e del MIT che riuscirono nel 1995 (si veda [A_et all], [D et al]) a
produrre con successo un condensato di Bose-Einstein facendo uso di tecniche
innovative per il raffreddamento di particelle, quali in particolare il raffred-
damento per mezzo di laser (laser cooling) o 1’evaporative cooling. Questo
lavoro frutto ai fisici Cornell, Wieman e Ketterle il Nobel nel 2001.

Facciamo notare infine che i condensati hanno un interesse notevole a livel-
lo sperimentale in quanto hanno la caratteristica di evidenziare fenomeni
quantistici a livello macroscopico [F2], evento molto raro in generale.



1.2 Condensati in rotazione e superfluidita

La condensazione ¢ uno stato della materia che come abbiamo visto si verifica
a basse temperature in un gas di bosoni perfetto. Fra le proprieta piu peculiari
dei condensati vi ¢ quella di essere superfluidi [Le2], ovvero di mostrare totale
assenza di viscosita.

Lo stato di un fluido quantistico (come ad esempio un condensato di Bose-
Einstein) ¢ descritto da una funzione d’onda complessa ¥(x). La velocita
angolare (momento angolare) del fluido & sostanzialmente codificata nella fase
della funzione d’onda poiché il momento angolare & non nullo solo se tale fase
¢ non banald’] Ma una fase non banale attorno ad un punto, cioé con numero
di avvolgimento non nullo attorno a tale punto, implica 'annullamento di ¥
nel punto stesso (vortice). Inoltre, essendo ¥ una funzione a valori univoci, il
numero di avvolgimento o grado topologico della sua fase attorno a qualsiasi
punto deve essere un multiplo intero di 2, il che implica la quantizzazione
della circuitazione attorno al vortice. Per questo 'unica possibile risposta di
un superfluido alla rotazione & la creazione di vortici quantizzati.

Molta della ricerca effettuata in laboratorio si ¢ concentrata proprio sull’a-
nalisi di un condensato intrappolato in rotazione piti o0 meno rapida e sulla
conseguente generazione di vortici nello stesso [ARVK], [M et al], [MCWD],
[R_et all.

N

E significativo sottolineare come lo studio di questa materia sia avanzato
rapidamente nel corso dell’ultimo ventennio, e che oggi sia uno dei cam-
pi piu fertili di ricerca della ﬁsicaﬁ e della fisica matematica (si veda per
approfondimento anche [A]).

4 Ricordiamo che in coordinate polari opportune I’operatore momento angolare rispetto
all’asse di rotazione si puo scrivere nella forma L = —idp.

® Si veda ad esempio [ABD], [AD], [BR], [CD], [D], [DKI, [F2], [EJS], [FB], [FZ], [JK],
[JKT], [KTU], [KB], [KE], [Lul.



CAPITOLO 2

Aspetti Matematici:
la Teoria di Gross-Pitaevskii

2.1 Condensati in rotazione

Il contesto generale nel quale studieremo il fenomeno della superfluidita nei
condensati in rotazione e quello della Teoria di Gross-Pitaevskii, che prende
il nome da Fugene P. Gross e Lev P. Pitaevskii che per primi ricavarono il
funzionale per calcolare ’energia di un gas di bosoni in rotazione |GIl [G2] [P].
Questo funzionale oggi viene chiamato funzionale di Gross-Pitaevskii e
per un condensato in rotazione in due dimensioni esso & dato da[l]

1 .
EGPIW] = / dr { (V — i Apot)¥[* +
R2 2
Lo o 2, 1 o1
+(V(r)— Qthr | W] +;2\\I'\ (2.1)
con V potenziale intrappolante, Q.. velocita di rotazione del condensato e
Aot un potenziale vettore associato alla rotazione, che in coordinate polari

¢ della forma
Avot = Qrot AT = Qrotree

on —sind
0= cos 6 '

Si puo dimostrareﬂ che in opportuni limiti di scala tale funzionale approssima

con

I’energia per particella di un gas diluito di bosoni in rotazione a basse
temperature.

! In generale rappresenteremo in grassetto i vettori e in caratteri normali gli scalari,
cioe r = |r|.

2 Si veda [BCPY], [LS], [S2] per la derivazione rigorosa di questo funzionale per
condensati in rotazione.



Consideriamo infatti il sistema di N bosoni descritto dall’Hamiltoniana

N
Hy = ZH((]Z) + Z vN (X5 — X;j)

i=1 1<i<j<N
dove Hy = —%(V — iArot)2 + V rappresenta ’Hamiltoniana di singola
particella e vy rappresenta l'interazione fra le particelle, che tipicamente si
assume essere repulsiva. Si parla di limite di Gross-Pitaevskii nel caso in
cui si consideri il limite N — 400 mantenendo costante il prodotto fra N
e la lunghezza di scattering, come, ad esempio, per un potenziale riscalato
della forma vy (z) = N?v(Nz) con v indipendente da N e con lunghezza di
scattering g > 0. In questo limite lo studio di Hy ¢ legato alla minimizzazione
dell’energia di Gross-Pitaevskii e in questo parallelo I'intensita del potenziale
di campo medio (coefficiente del termine quartico in (2.1))) € proporzionale
alla lunghezza di scattering g. Questo limite & stato studiato in [LS] a
velocita di rotazione e & costante di accoppiamento fissate, ma rimane per lo
pit (si veda [BCPY]) un problema aperto la derivazione dello stesso modello
nel limite di 2 > 1 e/o ¢ < 1. In particolare il regime ¢ < 1, anche
detto di Thomas-Fermi ¢ particolarmente rilevante nel confronto con i dati
sperimentali come si osserva, dopo gli opportuni cambiamenti di scala, con
un semplice confronto con le misure sperimentali.

La scelta di considerare un condensato bidimensionale € motivata dal contesto
sperimentale. Tipicamente si considerano infatti trappole il cui confinamento
nella terza direzione ¢ o molto forte oppure sostanzialmente assente. Nel
primo caso ST fornisce I’energia del sistema mentre nel secondo si sfrutta

SGP

I'invarianza per traslazioni nella terza coordinata per ottenere come

energia per sezione del condensato.

Inoltre nella maggior parte delle situazioni sperimentali il potenziale e radiale
e quadratico (armonico). Un potenziale di questa forma pero non consente
in generale velocita arbitrarie per il condensato. Essendo infatti competitivo
rispetto alla rotazione, esistera una velocita critica oltre la quale la massa
del condensato non sara piu confinata e le particelle riusciranno a sfuggire
alla trappola. Per velocita prossime alla frequenza armonica della trappola
si osserva in questo caso un comportamento tipo effetto Hall quantistico
[ABl, [ABN] il cui studio esula dagli scopi di questa tesi.

Nel 2001 in [F1] viene proposta 'idea di studiare allora un potenziale in-
trappolante che ad una componente quadratica affiancasse una componente
quartica, cio¢ un potenziale della forma

V(r) :=r*+ krt.



Un tale potenziale poteva teoricamente intrappolare il condensato per qual-
siasi velocita ed essere una migliore approssimazione di trappole realistiche
per le quali un’espansione puramente quadratica attorno al minimo fosse
troppo semplicistica.

Esperimenti con potenziali di questo tipo sono stati poi realizzati dal gruppo
di ricerca dell’ENS (Ecole Normale Supérieure di Parigi) in [BSSD] e [SBCD],
e questa esperienza ha generato un vasto interesse per 'argomento che ha
fatto produrre anche molti esperimenti al riguardo, rivelando la ricca struttura
dei condensati in rotazione.

Nel corso di questo lavoro si & considerato un potenziale V' della forma
V(r) = kr®
con k > 0es > 2, che rappresenta il caso classico di un potenziale anarmonico.

Questo modello si dice con potenziale soft, ma facciamo notare che dei
risultati analoghi a quelli di seguito esposti per un potenziale di questa
forma si possono dimostrare anche per un modello differente. Si puo infatti
supporre il condensato completamente confinato in un disco finito, situazione
che idealmente ¢ analoga a pensare s = 400 e rappresenta un potenziale hard,
e studiare lo stesso problema. Naturalmente in un problema di questa forma
bisogna imporre le giuste condizioni al contorno, che in questo caso sono di
tipo Dirichlet o0 Neumann a seconda del modello che si voglia studiare. Come
si puo vedere in [CPRY4, [CPRY?5, [CDYIL I[CRY], [CY], [R2], il comportamento
del modello € molto simile e faremo comunque riferimento a questo nel corso
della trattazione.

Fra i risultati noti in letteratura meritano di essere menzionati in questo
contesto anche i due lavori [R2] e [AAB]. Nel primo si studia la transizione
ad uno stato di vortice gigante ad e fissato quando () tende a +o00; nel
secondo invece lo stato di vortice gigante € prodotto dalla presenza di una
trappola opportuna (e-dipendente) che confina il condensato in una corona

circolare, ma le velocita angolari considerate sono molto piu basse (dell’ordine
di |logel).

2.2 Velocita critiche e transizioni di fase

Da ora in avanti considereremo dunque la seguente energia:
ERTI) = | dr G IV = iAw) ¥ (V) = 50?10+ S|
R
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con
Avot := Quot AT = QrotTey, Vir) = kr®,

k>0 e s> 2, nel regime asintotico € — 0.

L’analisi effettiva del condensato in rotaziondd| consiste nello studiare la
minimizzazione di Eg’sp su di un opportuno dominio

DO = (W e H'(R?), |yl € L'(R?), V], =1}

e quindi lo stato del condensato e rappresentato dal minimizzatore dell’energia
su DCP | cioe lo stato ¥CF tale Cheﬁ
GP . GP _ oGP/ GP
Ege = inf &[] =Ex [ ]

»eDGP
Quando mettiamo in rotazione un condensato, esso attraversa varie fasi:

e inizialmente il condensato ruota ma la rotazione non ha effetti;

e successivamente, quando (2. oltrepassa una velocita critica €., , vi €
la formazione di un singolo vortice nell’origine;

e aumentando la velocita angolare si formano altri vortici che si vanno
a distribuire uniformemente nel condensa‘uﬂ ci si aspetta inoltre che
in questo regime i vortici si distribuiscano in un reticolo triangolare
regolare (detto reticolo di Abrikosov) ma questo € ancora un problema
interamente aperto dal punto di vista matematico;

e raggiunta una seconda velocita critica ()., il condensato forma una
cavita nella distribuzione della sua massa che va ad assumere una forma
ad anello;

e incrementando ancora la velocita di rotazione i vortici restano comun-
que distribuiti nell’anello in modo uniforme fino a quando non viene
raggiunta una terza velocita critica )., e i vortici all’interno dell’anello
svaniscono completamente; vi sono ancora dei vortici nella zona in cui la
massa del condensato ¢ esponenzialmente piccola, ma sono assimilabili
in termini di energia ad un unico vortice complessivo.

3 Si veda anche [ST].

4 L’esistenza di un minimizzatore segue da argomenti standard, si veda ad esempio
[LSSY] o [STI.

® Questo & stato dimostrato nel caso di potenziali hard in [CPRYT] e [CY] rispettivamente,
e per potenziali soft in [CPRY3].



Nello studio specifico di questi problemi sono utili vari riscalamenti delle
lunghezze, al fine di estrarre un comportamento asintotico non banale. Ci si
aspetta infatti che dopo un opportuno riscalamento il funzionale di Gross-
Pitaevskii sia ben rappresentato da un funzionale effettivo di tipo Thomas-
Fermi.

2.2.1 Prima velocita critica e primo riscalamento

Il primo riscalamento che definiamo varra fintantoché consideremo velocita

dell’ordine ,
Dot S e 52,

Definiamo )
R. = (ke?) 52,

e scrivendd]
L= =T, 7/1(37) = RE\II(T‘)a
w = Rngt, A, = R. Aot = wxeg,

possiamo scrivere l’energia come

ESPIW) = 7rECP 1]

con

1 1
3 [l - gereatu + it |

3

el = [ ae {510V - iaupuP +

e definire

Quando € — 0 si puo dimostrare [CDY2, [CYL IM?2] che il funzionale di Gross-
Pitaevskii puo essere approssimato da un funzionale di tipo Thomas-Fermi,
definito come

1 . 1
Folel= /R2 da [(w +p) p = 5e"wa%p

minimizzato sul dominio

D= {pe L*(R%), |lpl, =1: p>0, 2°p € L'(R?*)}

5 Notiamo che questo riscalamento della funzione ¥ in ) non ne cambia la norma in
L*(R?), ma che se 1) varia su scala di ordine 1 (come sara) allora ¥ — 0.
E—
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con

F ._ TF
Ew T pelgfI‘Ffw [,0]

Si dimostra facilmente (analogamente a quanto fatto anche in questo testo,
si veda ad esempio la dimostrazione della Proposizione che il minimo
e raggiunto e che il minimizzatore, a meno di sceglierlo positivo, € unico. Se
chiamiamo tale minimizzatore p." allora esso ¢ esplicito e della forma

11 o 1p 2 2 2

s 1
5 ETy, —x” + sETwr

TF
pw = 2

+

dove pl¥ ¢ fissato in modo che pl¥ abbia norma unitaria. Facendo uso di
questo funzionale si dimostra dunque un primo risultato riguardo I'energia
del condensato (Teorema 3.1 in [CDY2]).

Teorema (CDY). Se w < ¢! allora si ha

ESY =El" +o (e7),

ed inoltre, se ST & un qualsiasi minimizzatore per EST

2
[P P = o3|, = o1).

Questo teorema ci permette di capire che la forma assunta dal condensato
¢ legata alla forma del minimizzatore di Thomas-Fermi senza rotazione
fintantoché w < €71, ed in particolare si riesce a dimostrare anche che apSP
¢ esponenzialmente piccola al di fuori del supporto di ng (si ottengono cioe
stime simili a quella del Teorema 3.2 in [CDY2]).

Dato che la prima velocita critica ¢ data da [AJR] IM1l, TM2]
4
Q, x e5+2|loge|
allora avremo che ad essa sara associata una relativa velocita critica
we,  |logel.

Per Qo1 < ¢, , € conseguentemente per w < w,, abbiamo che il condensato
non presenta vortici ed anzi, a meno di una fase, il minimizzatore dell’energia
¢ lo stesso del caso senza rotazione (come mostrato in [AJR]). Inoltre si ha
che in particolare la velocita critica ¢ della forma we, = wp|loge| con

wo = & (2(s+2)>+2

2 TS
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e di conseguenza ., = ﬁwcl (si veda ’equazione (1.13) in [CR]).

Lo stesso tipo di comportamento si puo notare anche nel caso in cui il
condensato si supponga confinato in un disco. In quel caso, non essendo
necessario nessun riscalamento, la velocita critica ¢ dell’ordine di |loge|,
risultato coerente con l'idea che il modello di condensato vincolato non ¢
altro che un potenziale in cui s = +o0.

Superata la soglia critica di wc,, vi & la nucleazione di un primo vortice
nell’origine e successivamente il numero di vortici continua a crescere con w,
restando pero uniformemente limitato se w = we, |loge|(1 4 o(1)). Quando
invece w = w|loge| con @ > we, il numero di vortici diverge quando € — 0,
ma allo stesso tempo essi restano confinati in una sottoregione del domi-
nio supp (pOTF) occupata dal condensato. In [CR] ¢ stata ricavata la forma
esplicita della densita di vorticita.

Quando w > |loge| i vortici occupano 'intero dominio del condensato ed
inoltre si pud dimostrare che vale la seguente stima (Teorema 1.1 in [CPRY3])
con we, o £ 1 e il cui valore esplicito vedremo in seguito.

Teorema (CPRY). Per |loge| < w < we, si ha

ESY = ETF 4 %w |log (52w)’ (14 o0(1)).

Da questo segue che il minimizzatore di Gross-Pitaevskii e vicino alla radice

del minimizzatore di Thomas-Fermi, cioe¢ vale I’equazione (1.39) in [CPRY3] e

GP

o continua ad essere esponenzialmente piccola in € al di fuori di supp (pEF):

2
|17 P = pZF | = o1).

In questo regime si ha inoltre che la vorticita & uniformemente distribuita
all'interno di supp (p2") come si vede nel Teorema 1.2 in [CPRY3].

Per i condensati confinati in un disco con condizioni al contorno valgono dei
risultati quasi identici, illustrati per le condizioni di Neumann in [CY] e per
le condizioni di Dirichlet in [CPRYT]. Sottolineiamo il fatto che, come era
prevedibile, la stima per ’energia nel caso Dirichlet & leggermente piu alta
degli altri casi.

2.2.2 Seconda velocita critica

La seconda velocita critica di rotazione per il condensato si ha quando il
profilo di Thomas-Fermi crea una cavita all’interno della sua distribuzione.

11



Essa ¢ della forma \
4
Qe, X £5+2

ed e definita a partire da una seconda velocita critica per w:

Wey X e L,

Infatti in questo regime abbiamo che p1¥ & della forma

1 1
pTF = 2|2 TF s 4 222022
2 2 N

Per avere che un profilo di questa forma si annulli nell’origine si deve verificare
che MUTJF < 0. Per trovare allora la velocita critica per la quale cio accade
cerchiamo w, tale che MECF = 0. La condizione di norma unitaria ci da

1 L oo 2 e 312 o 2
1:/dm[—x3+£wcx] :77/ dz z [awc—ms] .
R2 2 2 + 0 2 +

1

Se ora indichiamo con  := (3%w?) "2 abbiamo

1= w/ dz 2® (2572 —2°7%] = T2 g2 L g [4(8 i 2)] o
0 +2 (

e dunque

s—2

s—2
s— 4 2 2(s+2) s 4 2 2(s+2)
we = V2 T el =2 {(s * )} N [ (s + )] 1
(s —2) )

che rappresenta la seconda velocita critica per w.

Non appena ;o1 > (¢, si forma una cavita nella distribuzione di massa del
condensato e dunque di un anello in cui la massa € concentrata; si forma cioe
un’area intorno all’origine in cui lo stato del condensato € esponenzialmente

piccolo e possiamo quindi identificare una seconda transizione di fase; in altre
parole vale la seguente Proposizione (Proposizione 1.1 in [CPRY3)).

4
Proposizione (CPRY). Se esiste Qg tale che Quor > Qosm_l > Qe,,
allora esiste 0 < x. < 1 tale che per ogni 0 < x < z¢ si ha

6P ()| = O(™).

Anche nel caso di condensato in un disco si evidenzia la stessa transizione di
fase e di nuovo la velocita di transizione e coerente con l'ipotesi di potenziale
infinito, cioe la velocita di rotazione critica ¢ dell’ordine di e~*.
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2.2.3 Terza velocita critica e secondo riscalamento

Per studiare la terza transizione si usa un secondo riscalamento valido per
velocita di rotazione dell’ordine di

_5=2
Qrot z g s+2,

Quando infatti w > 7! il dominio occupato dal condensato, ovvero il
supporto di pl¥, si stringe a 0. Pilt precisamente tende all’anello su cui il
potenziale generato dalla trappola e dalla rotazione ha un minimo. Conviene
percio riscalare le lunghezze attorno a tale raggio R,, dato da

1
QQ s5—2
Ry = | —=t
()

T = —Tr, P(x) := RV (r),

e denotando

— P2 - —
Q.= RmQrota AQ = anArot = Q$69
possiamo scrivere 1’energia come[]

e = g 6700+ ({3

con

&4V = /

1 1
[ @ {31V —idn)ul? + WP+ ol

e con il nuovo potenziale dato da

Notiamo che abbiamo riscalato il potenziale in modo tale che esso sia positivo
e abbia un minimo in z = 1.
Notiamo anche che il rapporto fra i due riscalamenti ¢ dato da

o\ —2- 2 s=2 2 4 s=2
Qrot = (kg )s+2w = (sk)s+2Qs+2 — W = §st2g st2()s+2

e in particolare

s5=2 _ _
Dot ~ve o2 e wre e Qe l

7 Notiamo che per 'uguaglianza & essenziale che stiamo testando il funzionale energia
su stati normalizzati.
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In questo regime il funzionale di Thomas-Fermi assume la forma di
1
FE¥p = / dx [QQW(x)p + 8—2;)2
R2

e se come sopra lo minimizziamo su D" otteniamo

ESF = inf FaF[p).
Q e DT ald

A questo punto vale il seguente teorema (sempre 1.1 in [CPRY3]).

Teorema (CPRY). Se Q. = R R-2w., allora per Q. < Q < e si ha

ESY = ELY + %Q |log (54Q)| (14 0(1)).

In particolare finché 2 < ¢4 ogni minimizzatore wgp continua ad essere
vicino a p&Y e i vortici ad essere uniformemente distribuiti all’interno del
supporto di ng.

Quello che succede a questo punto ¢ che quando €44 ~ €2, con

cioe nel regime in cui
Q~et

vi & una terza transizione di fase e accade che nell’anello in cui € concentrata
la massa i vortici scompaiono completamente.

Per i condensati in un disco la situazione ¢ leggermente diversa. Infatti la
velocita di transizione stavolta ¢ dell’ordine di (£2|log 5|)_1, in disaccordo
con il valore di e~ che ci saremmo aspettati dal limite per s = +00. Questo
¢ legato ad un fenomeno specifico dell’impostazione che abbiamo dato al
problema; infatti nel nostro caso la scomparsa dei vortici ¢ legata ad una
questione dimensionale, nel senso che lo spessore dell’anello diventa troppo
sottile per contenere dei vortici che quindi scompaiono, mentre per potenziali
hard la scomparsa dei vortici ¢ interamente dovuta a ragioni energetiche (si

vedano [CRY], [CPRYT, R2]).

Il nostro problema si colloca in questo ambito, e dunque l’energia che
studieremo da ora in poi sara ES'P.
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CAPITOLO 3

Formulazione del Problema:
Regime di Vortice Gigante

Da qui in avanti considereremo

Qo

Definiamo allora il funzionale di Gross-Pitaevskii come
1 . 1
70l = [ do {517~ iAa) ol + WP+ S0l | ()

definito su funzioni ¢ in H* (RQ), con

Aq := Qreg, Q> 0.

Minimizziamo questo funzionale sul dominio definito come
DY = {y € H'(®RY), 2*[y[ € L'(R?), [lvll} = 1}
e definiamo il minimo dell’energia come

GP._ GP[,1 _ £GP, GP
Eg = wel%fGPSQ (V] = &7 v

Il primo problema che ci poniamo e

Problema 1. Quale forma assume il minimizzatore per ot > ey ?

In particolare vorremmo riuscire a mostrare che oltre 2., vi € un anello della
forma
A={xeR, |1-z|=0(1)}
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tale da contenere la massa del condensato a meno di errori di ordine piu alto
e nel quale il minimizzatore non contenga vortici. L’esistenza di A € in realta
garantita dalla Proposizione 3.1 in [CPRY3], che ci permette di fissarne la

larghezza in modo proporzionale a £2|log e

L’assenza di vortici (zeri) di ¥%F in A per Q > ., implica che la funzione
puo essere decomposta in questa regione come prodotto di una funzione
radiale (che sara il “profilo di vortice gigante” o di giant vortez) per una fase
intera, cioe

VO (@) ~ fla)e”.
Possiamo allora riformulare meglio il Problema

Problema 2. Quali sono il profilo f e la fase v ottimali per il regime di
giant vortex?

In generale energia del giant vortex differira da ESP, pero, con stime dall’alto
e dal basso dell’energia, ci aspettiamo di riuscire a dimostrare che sopra
Q., tali valori siano asintoticamente vicini e in questo caso S sard ben
rappresentata da uno stato con un unico vortice nell’origine (da cui la dicitura
di “vortice gigante”). In questo lavoro ci siamo dedicati a mostrare la stima
dall’alto, un upper bound per I'energia.

Notiamo che un qualsiasi risultato di questo tipo non potra mai produrre un
minimizzatore esatto. Infatti nella stima facciamo uso di una funzione test
radiale, ma se anche fosse vero che allinterno di A il minimizzatore & vicino
ad una funzione radiale, questo non sarebbe possibile al suo esterno. Infatti il
Teorema 1.6 in [CPRY1] ci assicura che qualsiasi minimizzatore dell’energia
di Gross-Pitaevskii non puo essere invariante per rotazioni, nemmeno per

Q> Q.

Ora, cercare un minimizzatore con vortice unico nell’origine vuol dire cer-
carlo della forma () = f(x)e? con f reale. Affinché ¢ sia ben definita
assumiamo che v € Z con vy # 0.

3.1 Funzionale di giant vortex

Scegliamo dunque come ansatz una funzione definita come sopra e calcolia-
mone ’energia. Abbiamo allora:

£SP [fe”ﬂ - /RQ da {; ‘(V —iAQ) (fe”e) ‘2 FOPW () f? + ;f‘i} :
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Ricordando che possiamo scrivere il gradiente di fe??? come

v <fe”9> = (V[f)ee, + %fei"’eeg

allora possiamo riscrivere il primo termine:

2

3|7 —iaq) (re?)| = ‘(Vf) e+ fe ey — i fe e

Lt (@ man) e b B (- 1)

Risulta naturale introdurre un ulteriore funzionale, il cosiddetto funzionale
di vortice gigante (o funzionale di giant vortez):

&5 =) = [ {31V v 51 G2)

con U definito come

1 Y21 z*—-1 22-1
U =5 (- g) e

che minimizzeremo su un opportuno dominio
DE = {f e H'(R?), f=f*, «°f* € L'(R?), | fII3 =1},

EgY .= inf EBV[f].
7T Ik & [f]

Notiamo che questo funzionale € in realta un funzionale di funzioni a valori
reali e soprattutto che resta ben definito anche per « reali e non necessa-
riamente interi. L’idea alla base del nostro lavoro ¢ di cercare il minimo
dell’energia £5" e il relativo minimizzatore e successivamente minimizzare
questo suddetto minimo E’ rispetto a v € R.

Dato che ora ~ rappresenta la velocita angolare del condensato in rotazione,
¢ naturale scegliere v := {2 + §, e successivamente cercare J, critico tale che
il relativo minimo dell’energia sia minimo, o piti semplicemente tale che

Eg’

Q+6, mf Eg)

Q46"

Si noti che a priori possiamo aspettarci che d, possa essere non unico. Tuttavia

. N . . « . . gV
ad ogni valore d, restera associata una funzione f, minimizzante per E5", e
saranno queste che vorremo usare per la stima dall’alto. Cercheremo cioe di
dare una risposta ai seguenti problemi specifici, che a loro volta risolvono il
Problema [21
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Problema 3. Qual ¢ il valore di 0, %

Problema 4. Qual ¢é il profilo del minimizzatore associato a 6,7 Quanto
vale la sua energia?

Problema 5. Che stima possiamo avere su ESP n termint di Ef*v?

3.2 Lo stato dell’arte

Il fatto che per 2 ~ 5%1 vi sia una effettiva transizione di fase ¢ stato mostrato
in [CPRY3]; in quel contesto si ¢ introdotto un funzionale di giant vortex
leggermente differente dato d eV =¢ Lgé e si € mostrato che esso approssima

bene l'energia di Gross-Pitaevskii quando ) = % per g sufficientemente
grande.

Piu precisamente, se definiamo

E® .= inf &% fl = E%
JeD%, /1= Elg,

allora vale il seguente teorema (1.4 in [CPRY3]).

Teorema (CPRY). Esiste una costante finita Qo tale che per ogni Qo > Qg
st ha

1 ~
ESY = 8—4EgV + O(] logr:]%).

Facendo uso di questo teorema in [CPRY3] si fa anche vedere che se definiamo

1
- 1 2 2
AZ:{$ER2Z’$_1‘§C‘Og1€|2}7 COD0<C<</7,
Q2 5

e se chiamiamo ggy il minimizzatore per il funzionale £8", cioe la funzione

Jov € Dg;; | tale che E8Y [Gev] = E#V, allora vale il seguente teorema (1.3 di
[CPRY:}H).

Teorema (CPRY). Esiste una costante Qo (la stessa del teorema preceden-
te) tale che se Qg > Qo nessun minimizzatore YSY di EGY si annulla in A, e
in particolare per ogni € A

96" (@)| = Gov (1 + O(|loge| ™)

per ogni a > 0.

! Con [-] intenderemo la parte intera.
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L’utilizzo del funzionale di giant vortex per approssimare la soluzione ottimale
per velocita prossime alla terza velocita critica & stato precedentemente
introdotto in [CPRYT] e in [CRY] nei contesti differenti descritti in precedenza.
Le tecniche usate per I’approssimazione del minimizzatore di Gross-Pitaevskii
per mezzo di quello di giant vortex sono molto simili a quelle introdotte in
[CPRY3] ma si differenziano chiaramente per la diversa scelta di .

In [CPRY3)] infatti si & sfruttato il fatto che per Qg sufficientemente grande
il profilo del minimizzatore cambia natura rispetto al minimizzatore di
Thomas-Fermi (che era valido fintantoché 2 < E%) approssimando un profilo
gaussiano.

La scelta di v come [©2] in [CPRY3] ¢ confermata dalla stima del Teorema
seguente (Teorema 1.5).

Teorema (CPRY). Se Qy > Qq (la stessa dei teoremi precedenti) e R ¢ un
qualsiasi raggio tale che

r=1+0( ),

deg(y°F ,0BR) = Q+ O (Q()] logs\%> .

allord?]

Questo tuttavia non esclude correzioni piu piccole di |log 5]%. La rimozione
di ogni vincolo su v € R e la successiva ottimizzazione dell’energia di vortice
gigante rispetto a tale parametro effettuati nella nostra analisi vanno proprio
nella direzione di calcolare le correzioni ottimali al valore |Q].

Il nostro approccio vuole essere cioé piu costruttivo: idealmente vorremmo
trovare il piu piccolo valore asintoticamente esatto della velocita angolare
per il quale le stime dall’alto e dal basso dell’energia coincidano. Ovviamente
questo richiederebbe la dimostrazione di un lower bound per I'energia che
esula dallo scopo di questa tesi. Ci si aspetta infatti che non tanto dalla
stima dall’alto (che non identifichera un valore soglia per ) quanto da
quella dal basso possano comparire delle condizioni che determinino quale
sia il valore critico di €2y, sotto il quale la stima dall’alto benché valida non

2 Ricordiamo che deg(f, dBr(xo)) indica il grado topologico di una funzione attorno ad
un punto xo e rappresenta il numero di “avvolgimenti” della funzione attorno a xo. Piu
precisamente, se f # 0 su Bgr(xo)) allora
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tazioni,

per

simmetria

sara piu significativa. Ci si aspetta inoltre che tale valore critico identifichi
univocamente la terza velocita angolare critica 2,.

Concludiamo questa parte sottolineando il fatto che per Q.o > g, il
condensato non va piu incontro ad ulteriori transizioni di fase e che, anche
se si potrebbe pensare che il condensato a questo punto abbia riacquistato la
sua

| log €| nessun minimizzatore di Sf(fsp ¢ autostato dell’operatore momento (in
particolare si veda il Teorema 1.6).
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CAPITOLO 4

Contributi Originali: Ottimizzazione di E*Y

4.1 Risultati principali

Fissiamo da adesso in poi il raggio del nostro anello come €% con 1 =

2\7}?70| log ¢| dove 79 > 0 € un numero arbitrariamente grande ma indipendente

da e; allora I’anello considerato sara

Ay ={z eR? |l —=z| <}

Infatti la Proposizione 3.1 in [CPRY3] ci garantisce che
WP < cebm?

per r in R?\ A, e quindi, prendendo 79 grande a piacere, il minimizzatore
di Gross-Pitaevskii sia esponenzialmente piccolo al di fuori della corona. Di
conseguenza la massa del condensato ¢ concentrata in A, cosi come la sua
energia. Il problema che inizialmente minimizziamo ¢ dunque della forma

ep = [ aa {GIVIP + 2002 + 51

con

2 Q s 2

ma, dopo successivi riscalamenti e traslazioni, arriviamo al problema effettivo

1 S B
Ua(x)::<x2—1—5> + 2 _

di minimizzazione di

&'lol = /"  (1+€%) {;[QIP + (Waly) + *u(y)) ¢ + 217r94}

con Wps e u definite come

0% 1 (22 22ﬁ+0‘452 22ﬁ>
=—— |« — 2« —ca ,
7 2(1 + e2y)? Y / 403 ’
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a?(a? — Q)3 a? — 302)(2a? — 502)e2y*
i) = LB (o = 3020”50y
625(1 + %y) 6925(1 + %y)

(a? — 39%)(042 - 49%)54y5 Qg
) 3 + gl +e%)
6Q25(1 + €2y) €

sul dominio

n
DEV:{QGH%: gzg*,/ dy(1+€2y)92=1}.
-n

Inoltre 3 ¢ a sua volta un riscalamento di § dato da

5= 26¢?
' Qo(s + 2)
e a € un parametro dato da
o® = Q%(s+2).
Ora studiamo la minimizzazione di Egv e dimostriamo il primo risultato

importante.

Teorema 4.1.1. Esiste un unico valore 3, di minimo per E%'; esso ¢é tale
che se definiamo

1 K 1 ("
5 /_n Y Y 93, Q o |, Y 95,

allora
2 4 2
. = 5 -2)V —
b= <y [6 -2V —@+ 0]
e il corrispondente valore d, ¢ tale che
o=t [(s—2)V - Q+OE)]
* QO(S — 2) '

A questo punto le correzioni legate a B, in 5§V sono dell’ordine di €2 quindi,
almeno formalmente, ci aspetteremmo che il problema di riferimento fosse
determinato dalla minimizzazione del funzionale

lim[ 1. 10 0%y 1y
£ [9]-—/Rdy{2[g] + 2yg +27r9

ottenuto da ng nel limite € — 0. Questo problema non dipende piu da ¢ e
con stime dall’alto e dal basso sul relativo minimizzatore possiamo notare
che la sua massa ¢ concentrata effettivamente in A,.
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Se allora definiamo
Eim.— ipf glim ]
llgll,=1

riusciamo a dimostrare il seguente Teorema che mette il problema g-dipendente
in relazione con il problema limite.

Teorema 4.1.2. Nel limite ¢ — 0 si ha

E8 = E'™ 4 0 (54] logef) )

Da questo Teorema seguono anche le seguenti Proposizioni.

Proposizione 4.1.3. Se g, e gim sono minimizzatori di E$' e E"™ rispet-
tivamente allora si ha che

7
92 = gRuall 3 = © (210817
ed tnoltre per ogni v positivo limitato e indipendente da €
Hg* - glimHLoo(A) =0 (52| 10g6|4+2y)

con

Si noti che i risultati dell’ultima Proposizione permettono di calcolare le
quantita V e ) che comparivano nel Teorema in termini di gy, (si veda
anche la sezione . Inoltre, grazie alle stesse stime appena enunciate,
riusciamo a mostrare che il segno di d, € negativo per « sufficientemente
grande, che ¢ il contenuto della seguente Proposizione.

Proposizione 4.1.4. Si ha che
2”911111”2L 1 2 4
o<~ 2ol [ o aor Lo (2iogel)
S "o —2) (s —2)V2arm 5 + O (e*|loge|
e dunque per o > @ con

1
(2m)(s — 2)2

il segno di 04 e ben definito ed & negativo.

Concludiamo usando la forma particolare di d, per ottenere la stima su ESP,
che rappresenta un altro risultato importante nonché risultato finale di questa
tesi.
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Teorema 4.1.5. Se d, ¢ come sopra e . ¢ tale che
[Q+0,] = |[Q+ 0+ 0] = Q4+ i + 0

allora si ha che

ESP

IN

1 1

4.2 Commenti

La prima osservazione rilevante e che la correzione ottenuta per la stima
dall’alto & migliore di quanto ottenuto in [CPRY3]; infatti la stima contenuta
nello stesso articolo ¢ espressa nel seguente teorema (Teorema 1.6).

Teorema (CPRY). Esiste Qy > 0 tale che se Qy > Qo allora

1
ESP = ?Eg" +0 <|10ga|g) .

E evidente che non solo la convergenza ¢ migliore ma il risultato qui illustrato
vale per ogni €y arbitrario; chiaramente per un risultato effettivamente
migliore serve anche una stima dal basso.

Inoltre, se notiamo che la velocita di rotazione ¢ dell’ordine di 8%1 e che

invece 6. = O(1) allora per una successione opportuna di € si avra che i
corrispondenti valori §,, saranno nulli, migliorando ancora 'upper bound per
ESP e ottenendo (dato che possiamo scegliere 7y arbitrariamente grande)

1
ESP < GBS+ 0 ().
€

Invece il fatto che il segno di d, sia definitivamente negativo & fisicamente
realistico in quanto ci dice che il condensato ruota ad una velocita minore
della velocita che cerchiamo di imporgli.

Infine vale la pena di notare che se g — +oo allora 9, — 0, il che ci dice
che il risultato ottenuto in [CPRY3| ¢ ottimale nel regime di Qy grande.

4.3 Lower bound e prospettive

Il passo successivo e cercare un lower bound per ’energia che riproduca la
stima che abbiamo gia ottenuto dall’alto. Nella ricerca dell’upper bound I'idea
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¢ stata di usare una funzione test che avesse un profilo ricostruito a partire
dalla funzione gg, con una fase dell’ordine di Q + 4.

Questo stesso ansatz dovrebbe essere il punto di partenza per la ricerca
di un corrispondente lower bound, dove dovrebbero emergere le condizioni
da imporre su )y per ottenere una transizione di fase allo stato di vortice
gigante.

Il passo finale sarebbe mostrare che questo valore critico di {2y ¢ ottimale,
e per poter fare questo bisognerebbe mostrare che se (}y & piu piccolo del
valore critico vi ¢ la presenza di vortici nell’anello contenente la massa, ma
in questa prospettiva ’approccio da noi adottato non puo essere di aiuto.
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CAPITOLO 5

Dimostrazione dei risultati

1 4 . 1 4 2
=L H(@) i= Bat = (I falli=l1fal%)

1 1
alf)i= [ dol3lr Prget g v

5.1 Introduzione di &2

Nel contesto nel quale opereremo da ora in poi avremo

Qo

Introduciamo dunque il funzionale di Giant Vortex ristretto:
1 1
= [ de{vsr vl Gt 6
n

dove

1 S\? 1 2°—-1 22-1
Us(x) ::2((1—382)4—9) a2t — ;

s 2
Ay ={zeR?: |z —1| <}, 77::ﬂ

Vo

Mostriamo innanzitutto che il funzionale ammette un unico minimo su di un

|logel.

dominio opportuno. Affinché il problema resti coerente con il problema di

minimizzazione di Gross-Pitaevskii, il dominio naturale per fe(+9)¢ &

DG" ={v e H'(R*): [y[5 =1}
e di conseguenza il dominio per f &
oo - 300 o - )
Dato che il nostro problema si svolge in A, restringiamo il dominio di

integrazione e otteniamo il dominio effettivo sul quale si svolgera la nostra
minimizzazione.
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5.1.1 Minimizzazione di 5§d

Proposizione 5.1.1. Sia ng definito come

D2 {0 e (4 f - f |fI =1}

Allora il funzionale £24 ammette su D2 un unico minimizzatore f5 tale che
[ 1

E3 .= inf £2[f] = (s
fep

che puo essere scelto strettamente positivo. Tale minimizzatore soddisfa
l’equazione variazionale

1 2
- §Af5 + Q*Usfs + ;Qfé” = psfs (5.2)

con condizioni di Neumann al bordo. pugs si dice potenziale chimico ed é tale
che us = E24 + a%|’f5|’i4(An)' Inoltre la funzione fs & in C>(A,) e soddisfa

la (5.2)) in senso classico.

Dimostrazione. Consideriamo dunque Egd e mostriamo che ¢ raggiunto.
Cominciamo con il mostrare nel seguente lemma che il funzionale dato da
Sgd e convesso nel quadrato di f.

Lemma 5.1.2. Se consideriamo F|p] := E24[,/p] con p reale e tale che

VP E ng, allora questo é un funzionale strettamente convesso in p cioé

Vp1, p2 reali tali che \/p1, \/p2 € ng, p1# p2, YA€ (0,1):

F[Ap1+ (L= Np2] < AF[p1] + (1 = A\)F|pa].

Dimostrazione. 1l funzionale F ¢ della forma

Fiol= [ ay {519 (oR+ 220+ 5ot}

La convessita del secondo termine discende dalla sua linearita, mentre il terzo
termine e chiaramente strettamente convesso; se dunque il primo termine e
convesso, tutto il funzionale ¢ strettamente convesso.

Andiamo a considerare allora p = ¢?, p1 =% e ps =13 con p = Ap1 + (1 —
A)p2. In questo caso abbiamo

YO = LV = 1V Or (1= A)pa) = Ma Vi + (1 - Aa Vi <
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< VA F A= Np2 YAV + (1= N [Va]? =

— A IV + (1 - N [Vaa]?

dove per la prima disuguaglianza abbiamo usato la disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz.

Se semplifichiamo 1 otteniamo
(VY <AVl + (1= 2) [V
che espressa in termini di p, p1 e p2 ci da la convessita del primo termine.

O]

Consideriamo ora una successione { f,} minimizzante, cio¢ tale che
2d 2d
& [fnl = E5

allora dalla ﬁnitezz di Egd abbiamo che la successione e limitata nella
norma [|V-||,. Dal fatto che | f,||, = 1, allora la successione ¢ limitata anche
in H'. Dato che ora la successione & limitata in L* e in L? (Anv QQU(gdm)
allora a meno di estrarre una sottosuccessione possiamo supporre che esista
f tale che f, — f in tutti gli spazi sopraelencatiﬂ Notiamo ora pero che
Egd [fn] non & altro che la somma di norme degli spazi sopraelencati, e dato
che le norme sono debolmente semicontinue inferiormente abbiamo che

E2[f] < liminf EX[f,] = EZ.

Mostriamo ora che ||f|l, = 1. Questo discende dal fatto che se f, — f in
H! allora f, — f in L% Questo ci dice che 1 = ||f,]l2 — || fll2 = 1 da cui
deduciamo che f ¢ in ng e dunque

E3 < &f] < B} = /] = E}*
e lestremo inferiore € raggiunto.

A questo punto ogni minimo di Egd soddisfa in senso debole I'equazione
variazionale

1 2
—§Af + Qs f + ;Qfg =usf

! Per la finitezza di E3Y basta notare che esistono delle funzioni test sulle quali £ ha
un valore finito, ad esempio una qualsiasi funzione regolare a decrescita rapida.
2 Notiamo che qui la riflessivita di L? (An7 QQUgd:n) deriva dalla positivita di Us.
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con condizioni di Neumann al bordo; il valore del potenziale chimico s si
trova facilmente integrando contro f

w= [ dwuanZ/A dw{—;Af+92Uaf+€22f3}f=

n
- / ded L us 4+ 2ot = sy Ly
4, L2 €2 g2

Vogliamo mostrare ora l'unicita del minimo.

Notiamo innanzitutto che se f ¢ di minimo per Egd allora anche |f| lo ¢;
infatti dalla disuguaglianza diamagnetica (vedere ad esempio [7.21] di [LL])
abbiamo che
[ dzivs?> [ dzroinp
An n
e dunque, dato che i termini non cinetici dell’energia dipendono solamente
dal modulo di |f|, abbiamo

B3 = &30/ 2 &80 = B3 = 3°1111] = £3°1] = B3°.

Il lemma mostrato precedentemente ci dice che p = |f|? & unico, e dunque
adesso abbiamo che |f| & autovettore positivo di

1 2
H:=—--A+QUs+ 5p
2 €

con autovalore dato dal potenziale chimico.

A questo punto il fatto che 'autofunzione sia positiva ci dice che ps € 'energia
dello stato fondamentale di H, che € unico a meno di un segno (vedere [11.8]
e [11.9] di [LL]).

Da questo possiamo dedurre che anche il minimo di Egd € unico a meno di un
segno ed in particolare che, dato che se f & minimo anche |f| lo &, possiamo
scegliere f = |f].

Per la regolarita della soluzione si applica un semplice processo di bootstrap;
infatti dato che A, & compatto usiamo 'informazione che f & in L?*(4,) per
ottenere, grazie al Teorema [10.2] in |LL], che f ¢ in C%*(A,) per ogni
0<a<l.

A questo punto applichiamo il Teorema [10.3] in [LL] e iterando otteniamo

che f5 & in C*(A,).

O
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Corollario 5.1.3. L’unico minimizzatore positivo fs € radiale.

Dimostrazione. Questo discende dal fatto che il minimizzatore ¢ unico e dal
fatto che l’energia e invariante per rotazioni. Se infatti consideriamo una
rotazione R, in R? di angolo ¢, chiamando f(zx) := fs(Ry,x) si ha

E541f) = &1fs) = B3

e dunque, dall’unicitda del minimo, fs € invariante per rotazioni e quindi
radiale.

O]

Osservazione. Dalla Proposizione e dal Corollario precedenti discende che
possiamo scegliere equivalentemente come dominio di minimizzazione I’insie-
me

D3 = {f e H'(A): f=f" >0, fradiale, ||f|3=1}.

5.2 Da &% a &

Dato che abbiamo visto che il minimizzatore di Egd ¢ in realta radiale
possiamo passare in coordinate polari, e in questo caso la (5.1)) diventa

1+e2n

e =2 [

1—e2py

o o {307+ 920 + 51

Adesso applichiamo il cambio di variabili dato da

r—1

yi=—03

La misura di integrazione diventa dunque della forma 27rzdzr = 27e?(1 +
£2y)dy. Allora riscriviamo la (5.1)) come

ezl =ne [y () (GIFOP +RU@PE + 5110}

-n

Possiamo ora definire una nuova funzione g che ci permetta di capire meglio
I’andamento del minimizzatore intorno a x = 1, cioe un riscalamento di f
del tipo

g(y) = Cf(1+¢%).
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La normalizzazione di f ci da

n n
/ dy (1+ %) |gf = C? / dy (1+ %) [f(1+ 2y =
-n -n

C? C?
- 2/ da|f* = 5—.
2mes [ 4 2me
n
Se allora C = v/27e, cioe

9(y) = V2mef(1+ %), (5.3)

anche ¢ ¢ normalizzato a 1 in L? ((—17,77), (1 +62y)dy). A questo punto
abbiamo che

af, > | o > |10 N
%(ﬂf) = %f(l‘) = ?@f(1+6 y)| =
A ) I
et oy 27rggy 27l | Oy 4

e se riscriviamo il funzionale ([5.1) facendo uso di g otteniamo

n
E3f] = 2%82/ dy (1 + €%y) {47356[9’}%
-n

1 1
2 2 2 al _
+Q°Us(1+¢ y)27r€29 + 2269 }—

1/ 1 1
_ d 1 2 1.2 492 1 2 2 - 4 )
L R R
Definiamo allora
. n 1 1
elali= [ v ey) {GUP+ERUa R 4 et )
-n

e in questo modo si ha £8'[g] = £*£24[f).

Notazione. Per non appesantire la notazione definiamo
H) = H' ((=n,n), (1 + %y)dy)

Lb := L7 ((=n,n), (1 + *y)dy)
al variare di p in [1,+o0]. Notiamo che data la stretta positivita di (1 +
£2y) la teoria dell'integrazione di Lebesgue si replica perfettamente dandoci
riflessivita per gli spazi L} e lo status di spazio di Hilbert per H% e L%.
Denoteremo inoltre con (:|-), il prodotto interno in L.

31



5.2.1 Minimizzazione di &£

E chiaro che possiamo replicare i risultati gia ottenuti per Egd anche per
questo funzionale, dunque vale la seguente proposizione:

Proposizione 5.2.1. Sia ﬁ?v definito come

DY = {g €Hy: g=9¢", lylz2 = 1}-

Allora il funzionale 5§V ammette su D%V un unico minimizzatore gs tale che

B = inf E5lg) = EFloi
9g€D;3
che puo essere scelto strettamente positivo. Tale minimizzatore soddisfa
l’equazione variazionale

2
" £

1 / 402 1 3 ~
[ — g5 + *Q°U + —qgs = 9.5
296 2(1 52y) g(S € 896 7‘[‘96 Hsgs, ( )

con condizioni di Neumann al bordo. Come sopra, fis si dice potenziale
chimico del problema ed ¢ tale che i5 = E§ + %HQJH%%. Inoltre la funzione

gs € in C*°(—n,n) e soddisfa la (5.5)) in senso classico.

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca esattamente quella della Proposi-
zione mentre per la regolarita della soluzione si procede nuovamente
come sopra; infatti dato che (—n,n) & compatto usando I'informazione iniziale
che la soluzione & in L?(—n,n) otteniamo che dal Teorema [10.2] in [LI]
gs ¢ in C'(=n,n). A questo punto applichiamo il Teorema [10.3] sempre in
[LL] e iterando otteniamo che g5 & in C*°(—n,n) e che 'equazione ¢ quindi
soddisfatta in senso classico.

O]

Chiaramente, dato che si ¢ operato cambiando variabili nel funzionale e
riscalando la funzione, sussiste una relazione fra i due problemi in termini
di minimi, minimizzatori e potenziali chimici. Possiamo enunciare cioe la
seguente Proposizione.

Proposizione 5.2.2. Valgono le sequenti uguaglianze:

95(y) = V2mefs(1+ %), EY = 'E}, fis = e ps.
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Dimostrazione. L’uguaglianza fra i minimi delle energie deriva dall’ugua-
glianza delle energie mentre per i potenziali chimici basta usare I'uguaglianza

delle energie e dei minimizzatori.
O

5.3 Passaggio da £ a g5

Studiamo ora il potenziale dato da e*Q2Us(1 + £2y). Se indichiamo con

-1 z2-1
75(‘%) T S - 2
allora abbiamo che
1 5 Oct 2
Us(x) = ) <(1 — %) + Qo> + 7s(x),

1 5\ ?
2.\ _ 2 4,2 2
Us(1+e%y) = RN <25 y+e'y Qo) + vs(1 + e%y).

2
Se ora moltiplichiamo per £*Q? = —# otteniamo
03 2 2,2 ne | N 2
—Us(1+e%y) = —— (2Qoy + Qoe“y” — de*)” + —vs(1 + €%y).
gt ( ) 2(1 + £2y)? ( ) et o )
Espandendo in serie di Taylor ~, intorno a = 1 otteniamo per |z — 1| < 1

26D 1+ o)

che )
) = 5@ - 1) +

con ¢(z) = O (|z — 1|*) e quindi
02 02(s—2 D2(s—2)(s—1 0?2
?273(1 _|_€2y) —_ O( 5 )y2 + ()( 6)( )€2y3 + ?f%p(l +€2y).

2
Se ora sostituiamo questo valore in %Ug(l + £2y) otteniamo

Qg 2 2.2 2\ 2
—Us(1+¢ = ——— (2Qoy + Qe —0e)” +
gt o v) 2(1 + £2y)? (2620y =y )

Qf(s —2 (s —2)(s — 1 Q5
+ 0(52 )y2+ o(s 6)(8 )€2y3+€£g0(1+€2y)=
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9052?42

= v (QQoy — (552)2 + (QOSQyz + 4Qoy — 2552) +

2(1 + £2y)? 2(1 + e2y)?
Q3(s—2 QB(s—2)(s—1 03
+ ols )y2+ o(s —2)(s )52y3+7?<p(1+52y) _
2 6 €
1
= (Q%(s + 2)y? — 4000y + 6%h) +

2(1+52y)2 ( 0( )y 00"y )

905292

D2(s—2) 1
— 7 (Qe®y? + 4Qoy — 20¢? +°(1—) 24
2(1+€2y)2( =y o ) 2 (1+ezy)?)”?

02(s —2)(s—1 02
+ 0( 6)( )52y3+€£g0(1+62y).

Arrivati a questo punto vogliamo ricostruire il quadrato e dunque definiamo

290562
a?

o = Q3(s +2), 8=

Usando « e f3 il potenziale diventa

Qg 2 1 ( 2 2 2 04452)
—Us(1+¢ey) = — | a“y* — 2By + +
gt ( 2 2(1+ 62y)2 Y Y 403

0 52 2
v p) (9052y2+490y—

_ MogTy” a25> n (a® = 405)(2 + £%y) 2,
2(1 + €%y)

+
Qo 2(1 + £2y)? Y

a? —492)(a? — 302 02
( %){; 0)523/3 + g—fgo(l +€2y)'
0

Dato che abbiamo definito un nuovo parametro e logico introdurre un ulteriore
funzionale effettivo (che sara l'oggetto del nostro studio principale):

£5"1g] = /_77 dy (1+¢%y) {;[9'}2 +Ws(y)g® + *uly)g” + ;94} (5.6)

con Ws e u definiti come
442
1 a*p 9

Ws(y) = ———— ( a®y® — 2a” +—sa252), 5.7
5(y) 2(1+€2y)2( y By 02 y (5.7)

uly) = a?(a? — Qg)y?’ (a? — 3(2(2))(2042 — 5(2(2))523/4
C602(1 + e2y)? 602(1 + £2y)?

(%~ 303)(a2 —409)c*y® 03
2ty ety 68
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5.3.1 Minimizzazione di 8§V

Chiaramente, dato che il funzionale non e effettivamente cambiato, vale lo
stesso risultato che valeva per S(ng.

Proposizione 5.3.1. Sia ng definito come
* 2 2
D5 = {geHy: g=g", g}y =1} =D,

Allora il funzionale ng ammette su D%V un unico minimizzatore gg tale che

che puo essere scelto strettamente positivo. Tale minimizzatore soddisfa
l’equazione variazionale

1 g2 1
= 595~ 539 T Was + e u(y)gs + —g5 = nsgp. (5.9)

278 91 + e2y)
con condizioni di Neumann al bordo. Come sopra, pg si dice potenziale
chimico del problema ed ¢ tale che pg = Egv + %H%H%Ay Inoltre la funzione
n

gg € in C®(—n,n) e soddisfa la (5.9)) in senso classico.

5.4 Stime

Nel seguito della trattazione ci serviranno delle stime a priori sul valore dei
minimi delle energie e sul decadimento dei minimizzatori. Inoltre supporremo
per il momento che si abbia 5 = O(1), condizione che, come poi vedremo, &
soddisfatta da ogni 8 minimizzante.

5.4.1 Stime sul minimo dell’energia

Proposizione 5.4.1. Se § = O(1) allora esiste una costante K indipendente
da € tale che Egd < KQ, E§v < K e che Egv < K.

Dimostrazione. Alla luce delle relazioni reciproche fra le energie e i loro
minimi, & chiaro che le tre stime sono equivalenti quindi e sufficiente mostrarne
solo una; scegliamo di mostrare allora la terza. Ricordiamo da che la
forma di Wg ¢ molto simile a quella di un potenziale armonico del tipo %Q(y —
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)? dunque consideriamo come funzione test un’autofunzione dell’oscillatore
armonico traslato dato da

1 1
OS¢ .— —585 + 50[2(?; . 5)2

Se consideriamo ora ’autofunzione relativa al ground state di H°%° di norma
unitaria in L2, questa ¢ della forma

_a(-p?
2

1 2e , Hgo = S g,
T 2

ga(y) =

Usiamola come funzione test per ’energia; per essere tale deve essere norma-
. S 2
lizzata, dunque consideriamo giyia1 := Cgq con C' € RT tale che || giyial| 72 = 1.

n
Allora

n
1= 02/ (1 +52y)dy gi =
—-n

o) 1= [Tayd- [ Mgt -

—00

=C?(1+0(1)=C*=1+0(1).
Sostituiamo allora nell’energia e otteniamo

. " 1 1
gg [gtrial] = / (1 + 62y)dy {Q‘QériaIP + Wﬁ (y)thrial + %gﬁrial} =
-1

052

n
=1+ o) | [ o { ol + G 0 5P | +
-n

n 04452 a2/3 1 n
+/ dy < 893 - 7 - 520[25y2> gt2rial + % /77 dy.gérial] =

—n —

— (14 0(1)) [02 (g | ) g} + o(1)] +

492 2 04
+0 (Gar =5+ 5 sl + o) =

8032
a o'p?  a?s 1

= -+ - + +o(1).
2 802 2 24/ 2ma M)

A questo punto se supponiamo che § = O(1) possiamo trovare una costante
indipendente da € per la quale valga la tesi, cioe abbiamo che

E§ <K, E¥ <K,
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¢ a meno di rinominare la costante

1
E3 = EngV < KQ.

O]

Corollario 5.4.2. Se f = O(1) allora esiste una costante K indipendente
da € tale che
Hn < KQ: ts < IC) up <K.

Dimostrazione. Per ciascuno dei potenziali chimici abbiamo che vale

1
ps = B3+ g”fd“i < 2Ej},
is = B+ 5oty < 288"
Hs 5 o gs Lt = )

1
_ 8v . 4 gv
ne =By + o llgpllzs < 2Eg",

ma allora dalla proposizione precedente possiamo ottenere il risultato.

5.4.2 Stime sul decadimento dei minimizzatori

Per arrivare ad avere una stima di decadimento illustriamo prima una (piu
rozza) stima sul valore assoluto dei minimizzatori.

Proposizione 5.4.3. Siano f5, gs, gs 1 minimizzatori dei rispettivi funzio-
nali. Supponiamo B = O(1), allora valgono le sequenti:

sl =0 (E92),  lgsllze =0Q),  llgslZ, = O(1).

Dimostrazione. Dal fatto che la fs soddisfa la (5.2)) e dalla positivita del
potenziale U otteniamo che

1 2 2
—§Af5 = psfs — QUsfs — ?f(? < (ua - 52]%2) s

Sia ora = punto di massimo per f5. Allora per la regolarita di f abbiamo che
Af(x) <0 e per la positivita di fs
2
_ €
fi@) < Hog = 1513 = O(*Q).

Le altre stime seguono dalle relazioni reciproche fra i minimizzatori.
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5.4.3 Decadimento delle code

Proposizione 5.4.4. Se f = O(1) esiste una costante C' indipendente da &
tale che

fila) < Cem VA,

< Qe 28yl < Ce2Vi0lyl

95(y) 95(y)

Dimostrazione. Fissiamo inizialmente 0 < a < 7 e restringiamo 1’attenzione
alla regiond’]

B:zB(l—a&Q)QAn:{meRQ: 1—n52§x§1—a52}.

Sappiamo che in B fs € soluzione della (5.2)). Abbiamo che

s 2
Us(e) > &t~ T = L= D)~ 124 O (o - 1) 2

1
> 5(3 — 2)a2€4 + O (a356) > Cpa’e?
con Cy > 0 scelta opportunamente.

A questo punto abbiamo che la (5.2) e le informazioni del Corollario ci

danno
1 2
—3Af = nsfs = VUsfs = 1 < [ns = Coa® @] fs <

< [C1Q2 = Coa*Q®e?] f5 = [C1 — Coa® Q] Qs
con C > 0 opportuno.

2
Ora se scegliamo a > \/E abbiamo

1
Ch — Coa’Qy < —iCoaQQO

e dunque fj5 ¢ sottosoluzione del problema

1 1
—iAf + 500a29254f =0.

Per poter applicare ora il criterio del massimo in forma debole estendiamo la
funzione ad una definita su tutta la palla B(1 — ac?). Per fare questo notiamo
che la funzione definita come

v B 9 ka?
) = fy(1 ) ((1 - )>

ne?

3 B(r) con r > 0 ¢ la palla di raggio r centrata nell’origine.
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con k > 0 & sottosoluzione dello stesso problema in B(1 — ne?) \ B(1 — 2ne?)
se k & sufficiente grande; infatti

1 1 1
—r"(z) — —7r'(x) + §Coa29264r(x) =

1 1
—§Ar(x) + §C’oa2Q2e4r($) =3 o

1
= ——f5(1 —ne?
2f5( ne’) n2et ne?

ka?—
ka*(ka® — 1) (m - (1- 27752)> ? N

T ne? ne2 ne?

9 _(1—9 2 ka?—2
< —%fd(l —ne?) <w(2775)) :

ka®> [z — (1 — 27752) ot 1 T — (1 — 27752) ke
+ — Cpa® Qe | ———— 2

n%e ne

2
x — (1 —2ne?
- - (=52

1
per k > 502 <1 +4/1+ 4Coa293n2). Se allora definiamo
a

fé(x)v 1—7752§.’E§1—G€2,
fs(x):=¢ r(z), 1-2n?<x<1-ne?,
0, 0<z<1—2e2,

questo € un prolungamento di f5 che ¢ ancora sottosoluzione del problema.

Esibiamo ora una soprasoluzione dello stesso problema per poi dedurne una

stima su fs5. Sia
_ a2
Foup(@) 1= Call fslloae™ ).

Mostriamo che e effettivamente soprasoluzione. Calcoliamo innanzitutto il

laplaciano:
1 1 1
_iAfSUP = _§fs/{1p - % s,up =

= —2C, | fs]| ooV e VRO (1 + \/§x2> - —2V/Q (1 + \/§x2> Ssup-
Affinché f,p sia soprasoluzione imponiamo che

1 1 1
—5 A foup + 5C00* 0% foup = 5 (—2\/6 _ 20 + COQOaZQ) Foup >

>

*[5

(C()Qoa2\/§ . 2\/5) Ffoup > 0,
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condizione soddisfatta scegliendo a > ﬁ Notiamo che questa condizione
non e in contraddizione con la precedente perché ci dice solo che a deve essere
preso sufficientemente grande. A questo punto abbiamo ancora 'arbitrarieta
su C, e la usiamo per imporre le condizioni al contorno. Volendo applicare il
principio del massimo vogliamo che fg,, > f5 su OB(1 — ag?).

Abbiamo che
\/5(1—(1—1152)2)

fsup(x)lal?(lfae?) = fsup(l - aEQ) = Ca”féuooe_

_ Ca“fé"me_am(2_a€2)_
Se allora C, > e22V%0 possiamo applicare il principio del massimo, e dal
fatto che foup > f5 su 0B(1 — ag?) dedurre che fsup > f5 in tutta B(1 — ag?).

Inoltre abbiamo che fup(1 — ag?) > || fs]ls € quindi la monotonia di fsup ci
permette di vedere che

fsup(x) > ||f§||oo > f(;(x)

anche in B(1) \ B(1 — ag?). Dalla Proposizione concludiamo che in
B(1) N A, si ha
C
folz) < TV,

€

Per avere il risultato in B(14+ae?)°NA, = {& € R? : 1+ ae® <z <1+ ne?}
basta considerare come funzione test

Foup(@) := Cal| fs ]| oce™ VD)

con il prolungamento di fs dato da

(1+2ne?) —x ke
ne?

r(z) == f5(1 4+ ne?) (

e cosl ottenere la tesi.

Corollario 5.4.5. Se = O(1) allora

fs (1 £e%n) = g5 (£n) = gg (£n) = O (™).
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5.5 Ottimizzazione della fase

Passiamo ora a cercare un valore 3, tale che il ground state corrispondente
sia minimo cioe tale che

gV . gv
Eﬁ* = /%Ielﬂf{Eﬁ .

Dato che Egv ¢ funzione reale di variabile reale come funzione di 3 se fosse
continua e derivabile in  potremmo chiederci (al fine di trovare un g,
minimale) dove si annulli la derivata di Egv cioe se esiste Sy tale che

=0.

0sES’ =
B 6 ﬁ:/B*

Mostriamo innanzitutto la derivabilita di gg rispetto a 3 nella seguente
proposizione.

Proposizione 5.5.1. Consideriamo
2

F(ﬂag) = _lg” -

2 ! 2 1 3
—_— W € —g° — .
5 2(1 T €2y)g + Wgg + € ug + 7rg H“sg

allora Uapplicazione  — gg € derivabile infinite volte con derivate continue
ed é tale che F(B,g3) = 0.

Dimostrazione. L’affermazione della proposizione non ¢ altro che un’applica-
zione del teorema della funzione implicita.

Fissiamo [y e mostriamo che gg, ¢ derivabile in 3.

Studiamo la derivata di Fréchet di F': abbiamo

F(B,9+h)—F(B,9) =

2

1 € 1
=K ——— W4+ Wsh+e*uh+ = h)? — ¢%) — ugh
5 = + Wsh + e°u +7r((g+) 9°) — ps
e dunque
DgF(/Smgﬁo)[h] =
1., e? / 2 3 5
=—p' ——————h h h—+ —qg5 h — h=
2 21+ %) + Wgyh +e"u +7r950 450
1 d? g2 d

1 2
SR e T 174 2u+ —g2 — h+ =g% h.
2 dy2 2(1 + €2y) dy + Bo +e"u + ﬂ_gﬁo /’L/BO + Wgﬁo
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Per la Proposizione abbiamo che il minimizzatore ¢ unico, dunque dalla
positivita di gz e dall’unicita del minimizzatore di £ EV deriva ora l'invertibilita
di DyF(Bo,9s,) (il nucleo risulta banale). A questo punto pero siamo nelle
ipotesi del teorema della funzione implicita, dunque 8 — gg ¢ un’applicazione
derivabile con derivata continua.

Se ora deriviamo lungo 8 I’equazione variazionale di gg otteniamo che dgzgg
soddisfa la seguente:

2

1 w_ &
2(869/3) 2(1+€3%y)

(0595)/ + W30s95+

3
+*udsgs + —g50595 — 15059 = —0sWags.

Ma allora possiamo ottenere ulteriore regolarita sulla dggg semplicemente
replicando il ragionamento fatto in precedenza per F' sull’applicazione indotta
su (,0p93) da questa nuova equazione e dedurne la tesi (& ovviamente
essenziale in questo ragionamento il fatto che W3 sia C'*° rispetto a 3).

A questo punto della trattazione sembra emergere una apparente contrad-
dizione tra due differenti definizioni dell’applicazione 3 — gg, quella del
teorema della funzione implicita e quella della Proposizione [5.3.1} Pero la
medesima Proposizione ci assicura 'unicita al variare di 8 della funzione
minimizzatrice gg e quindi la contraddizione in realta non sussiste.

O]

Dimostriamo ora un risultato analogo per la derivata del minimo dell’energia.

Proposizione 5.5.2. Il minimo dell’energia Egv come funzione di B3 é
derivabile infinite volte. Abbiamo inoltre per la derivata prima una formula
esplicita data da

BES = (9510sWsl 95), -

Dimostrazione. Calcoliamo delle stime per il rapporto incrementale. Abbiamo

n
E§Z+h - Eg;, < g§:+h[gﬁo] - 5%3[%0] = / dy (1 +52y) (Waogth — Wi,) 9%0-
-n
Esiste una costante C; tale che
2 2
o a“f 2 2>
0sWs| = —2y—¢ <,
|05 Ws] '2(1+£2y)2 <4Q% y—ey )| <Ce
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per ogni € > 0, dunque

Wﬁ+h(y)h_ Ws(y) gé(y)' < C.lg3ly)|-

(1+¢%)

Possiamo applicare il teorema di convergenza dominata ed ottenere

E8  — E& 7 Waan — W,
limsup 2" "8 < Jim sup / dy (1+e2y) 2orh = We a2
h—0 h h—=0 J—p h

= /_Z dy (1+¢&%y) (9sWp) g3
Per la disuguaglianza opposta usiamo la stessa idea e ricaviamo

B B8 2 &l £5los) = [ dy (142t) (W= W) gh
e procedendo come sopra

lim inf —2+h — liminf =8
N

n
dy (1+¢€%y) (95Wps) 5.

gv gv gV gv
E - Eﬂ EZ — Eﬂ_h /
-n

A questo punto il limite esiste e abbiamo che

n
0,85 = [y (1+2) (OsWa) g = (9510:Wsl ),
-n

Per vedere che E%V & C ora basta usare la regolarita di gg e un argomento
iterativo per ottenere la regolarita ad ogni ordine della derivata. Infatti
quando andiamo a calcolare le derivate successive di 8BE§V notiamo che
queste sono effettivamente derivabili in quanto esprimibili in funzione di
aﬂEgV e di derivate di gg.

O
5.5.1 Minimizzazione di Egv

Se scriviamo esplicitamente la derivata di W3 essa ¢ della forma

1 atB
oWy = — 1 (on2y+ 28 _ 22 2).
P01 1 e2y)? ( T ’
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La derivata del minimo dell’energia allora &

9ﬁ> +

n
B 520{2 y2
gﬁ 2 g,B (1 +€2y)2

gﬁ> :
n

n

95ES = (g5 |0sW, :—a2< ‘y
sE5 = (95105Wsl ), 98| (15 o2y

i (o
T\ v ey

Vogliamo ora calcolare esplicitamente questi tre termini facendo uso della
(5.9). Nel corso del calcolo assumeremo quando risultera opportuno che
B = O(1). Questa ipotesi sara giustificata dalla Proposizione m

> integrandolo per parti;
n

. . . 7a2y

Cominciamo allora con lo studiare < 93 ’7(1%22;)2
—ay _ /77 dy —a?y 2
95 (14 e2y)? 98] = 1+ e2y 1+ e2y?8 ™

2 2 n 2 n o

o Y 2 @ 2
=—5 |7 =9 (y)] +/ y dy4-
2 [1 + &2y 2 ) dy

n
Notiamo che dalla definizione di 7 e dal Corollario abbiamo che gg(£n) =
O(e™) e quindi

otteniamo che

95

1+e2y

7
=0 (6770772) .
-7

, 95(v)

o | 2 950
1+¢e2y

2

Dunque abbiamo che

—a? 2 d | 95
ary _ @ 2 & 70,2
g |——1 ¢ = / dy y= — + O (e™n7).
< B’(l—i—aQy)Q B>n 2 )y dy |1+¢ey ( )
Se invece guardiamo al termine con derivata otteniamo
/ gg B an /7] d 9 2959/5 . 5‘29%
T+ezy| 2 ), 7Y T+ axeg?|

Ricordando che il potenziale W3 ¢ della forma

Wye — 1 ( —202By + o5 2023 )
e « - (6%
7 2(1 + e2y)? Y 408 Y

dalla (5.9) abbiamo che il primo integrale puo essere riscritto come
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2 2030 n
« 989p 2 1 2 92 '
— [ dyy? =2/ dy (14 ¢€%y) [aygﬁg =
2 /_,7 l+ety ), 2(1 + e2y)” g

2 2
a3 a3 2 2 /
1+5y [Wg +<2y—+5y>g gs =
=2 [ ) ey \T a0 1
n 1 g2 1
dy (1 2(=gh+ — g — =g
/n y (14 %) [ <293+2(1+52y)95 9T Hs 98|+
0425 ( 042/3 2 2
+— 2y—+€y>g —2€QU(y)g}g’=
(1 + e2y)? g oye
K 2 "o/ 2 "
:/ dy(1+5y)gﬁgﬂ+s/

2 2 [T
dy (g5) —W/ dy (1+¢€%y) g3 gh+
- -

-n
K o?p o?f
+ [ dy (1+¢2 [2 +(2 + &2 )—25% ] !
/_ i y ( y) |2u8 Lrezg? %Y aaz T ()| 95 95
e quindi

n
96> —/ dy (1+ %) g5 gh+
n -

n 2 2
2 B o p 2,2
+/_ndy(1+€y) {2ﬂﬁ+2)2<23/—492+5?/>_

(1+e%y
> +0 (877°+2773) :

) 2.2 Y2
—2 U(y)]g g —<g ‘ g
Questo rappresenta il punto pit ostico. Studieremo i termini restanti uno
ad uno, ma prima di cominciare, introduciamo una notazione utile: dato

che durante il calcolo compariranno piu termini che si possono ricondurre a
componenti del minimo dell’energia scriveremo

1 n

K=y [ du ety i
-n

_ Ly (7 2\ .2 2

V=ja dy (1+¢%y) y°g3,
-n

1 n
Qz/ dy (1+€%y) g3,
2w —q B

e ricordiamo che dalla normalizzazione di gg si ha

7
/ dy (1+€%y) g% =1.
-7
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Inoltre osserviamo che la Proposizione implica che se = O(1) allora
K=001),V=001)eQ=0(01).

Infine notiamo che dalle stime di decadimento su gg della Proposizione
abbiamo che

n n n
/ dy |yl*g5 < C/ dyly|Fe2vSoll = 20/0 yre 2Ty — (1)
) )

che ci permettera di stimare ciascuno di questi termini come un O(1).

Studiamo dunque i vari termini.

e Cominciamo con i primi due integrali. Si ha che

n n

2

/ dy (1+ %) g5 gé+52/ dy (g5)" =
-n -n

[ an e (@] +< [ o) -

2
- % [(1+ %) (g5(0)°] :7 + % /: dy (g5)" =

2 e? [" 7\2 210 —2
= K—/ dyy (g5)"+0@E™%));

2 )y
ma ora
" 2
dyy (95)"| =
-
/n " / K !
z'[ygﬁgg]_n—/ dyg,egg—/ dyygﬁgg' <
- -
< HgﬁH%?(—n,n)||g,/6’||%2(—77,7])+
+lly 96”%2(777,7,)HggH%%in,n) +0(e™) =0(1).
Dunque
K dv (1 2 "o 2 [ d AV
y (L+c%) g5 g5 +e v (95)" =
-n -n
= K¢&? (1+ O(e?))
per no > 4.
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e Studiamo ora il terzo integrale:

2 [N 1 /
—/ dy (1+¢€%y) g3 91/8:_7 dy (1+¢e%) [g5] =
T J_p 2

1
= 27r[(1+6y) yi+/ dygs =

€
= O(¥) + Qe? — 277/ dy y gé.
-7

Dato che . .
‘/ dy y g3| < HgﬁHio/ dy y g5 = O(1)
—n .
allora 5
—W/ dy (1+¢%) g} g5 = Qe* (1+ O(?))
-n
per ng > 2.

e Passiamo al quarto termine:
K o?f a?p
dy (1 + &£ {2 +<2 + &2 )
/_77 y ( y) |2m8 e\ am Y
2 / g 2 21/
—2e U(y)}gﬁ 95 = Mﬁ/ dy(1+€%y) [g5] +
-n
4102 n
2 21/ (6% ,8 1 21/
d ——= | dy ———
+os [ it ) - g [ a0y B+
n
o) -2 [y (1429 ulw) [F] -
-n

= s [(1+ R, se” [y g5 0% [yg%y)]" -
8 WIS, mmee | dv g itz

2 e’y 2
—Q 6/ < 1+€2 ) (1+€2y)2>g,3_

_Oé4ﬁ2 |: 1 2( ):|77 B 04452 /nd 62 5
s [(+e2p)”W) 7wz ), Y ir e P

2 " 2 27/ 2\
—e / dy (1+€%y) u(y) (93] + O(Be?) =
-n

_ 2 2
= —ppe?(1 4+ O(£? aﬁ/ 1+2 ———— 95
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a4 2.2 /
s 0TOE < [ ay (e () [42] +O(3) + O,

-n

Ora abbiamo che

n 1 n 1
dyg2:1+/ dy(1+62y (—1)92:
/-n (1+e2y)? - T ay ’

4 /” d 3e2y + 3ety? + 643
= Yy
-7 (1+ 52?/)2

gﬁ> (14 0(2) + 0(EH).

95 =

2

y
=1+ 3¢? <g ’
’ (1+¢e2%y)

Sfruttando che g = O(1) e che § = O(1) e prendendo 19 > 2 abbiamo

n a2ﬁ OzQﬁ
dy (142 [2 +<2 LB o 2>_
/n y ( y) |21 2y 2 g T

—2€QU(y)]95 g = —a’B — pge’—

2
028 &2 y Bl
a“fe [3<95‘(1+52y)2 95>+SQ%]

—g? /n dy (1+%y) u(y) [g%]/ + O(Be?) + O(eY).
-7

A questo punto e importante rivedere I’espressione di u:

uly) = a?(a? — D)y (a? —303) (2% — 5Q3)e%y?
602(1 4 2y)? 692(1 + e2y)?
(@ =300 — 4R BB
6Q3(1 + £2y)° 6 v

con ¢ definito come il resto di Taylor del potenziale s, cioe

s—2 s—2)(s—1
p(1+e%) = 7s(1+e%) — — €'y’ - =D -1) )6( Joo,8.

Sappiamo che ¢(1 + €2y) = O(e8n*); vediamo quali stime abbiamo
sulla sua derivata:

¢ (2) =vi(x) — (s = 2)(x — 1) — ('5_2)2(5_1)

(x—1)% =
— @ ) = (s—2)(z—1) - (3_2)2(8_ D1 =0 (le - 1P)
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da cui

0
p(1+e%y) =/ (1+e%) = O (lyl*) .

dy
Dunque
i (y) = a?(a? - Q%)y2 n 2(a? — 39%)(2&2 - 59%)52y3+
202(1 4 £2y)? 302(1 4 e2y)?
5(a? — 3Q(%)(oz2 — 493)5494 n &%Qw(l +52y) _
692(1 + £2y)? e6 dy

042((12 — Qg)

2 81 13
= TR 2 o (SlyP)
29%(1 +62y)2y ( & )

Con queste stime in mente possiamo calcolare

2 / "y (1+2%) uly) [98)' = —=2 [(1+ 2uln)g )", +
-n

9 n 9 2 / 2 _
te / dy (5 w(y) + (1 +ey)u (y)) 98 =

-n
a2 042 o QZ 82 n y2
- 203 : /—n dy 77 g2y9§ +O0(2 %) + O(e) =
(a? — 02)e?
= TOV + 0(54)
0

se Mo > 2. Quindi abbiamo che

! a’f3 o’ /
Jw o s (20 g ) =22 -

= —a’p - ug&z — a?Be?

(1+&%y)
(0? - 0R)e*

_|_
23

V +0(pe?) + O(eh) =
(0? ~ 9)<*

2 2
= —Q 13 — ,u,gE -+
Qg

V + OB + O(eY).

Adesso dunque utilizziamo le stime che abbiamo ottenuto per ricavare

96> = Ke* + Qe® — o’ — ppe’+

(]2
la+e2y)? 17/,
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(a? — O2)e?

03
2.2 2
a~e Y +2,3
—— 98 |——==l9 + O (e"Tey®) =
2 < B’(1+52y)3 ﬁ>,7 ( )

2_292
“QQOV+0@ﬂ+ow¥y
0

+ V + O(Be?) + O(*)—

= —a?f 4 ¢ [K—FQ—,M/;—&-

Notiamo che grazie all’equazione appena scritta abbiamo anche (gz |y| gs)

O(B) + O(e?).

n=

. . a4ﬁ 1
Studlamo po1 m <gﬁ ‘m
cemente stimando il denominatore, ed otteniamo

atp < 1 > alp
[Y [Y =53
12 \% [ 2| %), " a

Il termine mancante verra studiato cosi com’e.

gg> . Questo termine si puo stimare sempli-
n

1+ 0(c2)).

—~

5.5.2 Stime sul valore di 3,

Cerchiamo un valore 8, minimale, e dunque tale che

B =0.

Mostriamo innanzitutto che in queste ipotesi possiamo supporre che 8, =

O(1).
Proposizione 5.5.3. Sia B, minimizzante per Egv. Allora B, = O(1).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che |3, > 1. Quando € — 0
2

! (s+2)
W > _*22+<_1) *2_52*2}>
)2 5 (- a2+ (B2 1) 5 e 2
o? [s -2
Z 5
2(1 + €2n) 4
e dunque varrebbe che

2

ﬁﬁ—s%&]z2u;2u»2F;2m2—qnm]

EZ > 1
e questo ci basta per ottenere I’assurdo da

1< B < E§=0(1).

50



Alla luce di questa stima otteniamo che il 8, corrispondente € tale che

4
0=—a’B. + ijﬁg* +¢&? [K +Q — pp.+
2 2
TRV + 0] + 0. -
0
2 o B, 2
= —a B + w2 ¢ [K+Q— (K +V+2Q)+
0
+(s—1)V + (’)(82)] + O(B.e%) =
4
— 0?8, + 20 L 2 (s 2V - Q + O] + O(B.Y)

102

cioe tale che

ot
B <062 — 493> (1+0()) = [(s -2V —Q + O(e?)] .

Ma il prefattore di 8, non & altro che

4 2 2 202
= (408 035 ) = - (s -9 = - =Y

o — —= <0
402 403

dato che s > 2. Allora otteniamo

/8*: 2 !

—€ (1) [(s—2)V —Q+0(?)] .

Se usiamo questa stima possiamo ottenere su d, la seguente

2
o2 (s—2V-Q+0()].

0x =
2Q0€2 Qo(S - 2)

Osservazione. Le stime appena calcolate ci forniscono informazioni sulla forte
Y| gﬁ*>n = O(£?) abbiamo che

simmetria di gg,. Infatti da (gg,
g d 2 g d 1 2 _ 2 K d 2 2 _O 2
Yy 95 = y(l+ey)ygs —¢ Yy~ g5 = O0(e)

-1 -1 -1

stima che sottolinea un comportamento simmetrico di gg, rispetto all’origine.

Per quanto riguarda 'unicita del 5, minimizzante supponiamo di avere due
valori B} e 2 tali che

gv _ pev _ - gv
Ei_Eﬁf_é%%Eﬁ'
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Sappiamo che per entrambi vale la stima che abbiamo calcolato sopra, e in
particolare

Bl — B2 =0(?).

Sappiamo inoltre che Egv e regolare in f, quindi esprimendo Egv in serie di
Taylor attorno a ! otteniamo pelﬁ C>0

\4 \ 1
Ef' = Eg + 5C(8-8.)" + O (I8 - B.F)
dunque
\% \'A 1
B = gy + 5C (82 = 8,)° + 0 (182 - BIP°) -
Dato che ora (8} — /6’3)3 < (B - /6’3)2 allora abbiamo che definitivamente
v v 1 2
ES > Ef) +1C(82 - B,)

ma dato che le due energie coincidono, si deve avere che definitivamente
Bl = 2 e abbiamo quindi dimostrato il Teorema m

5.6 Introduzione del funzionale limite

Introduciamo ora quello che rappresenta il funzionale limite del sistema:
) 1 a? 1
5hm = d 14 2 il 2 2 - 4 . 510
9] /R y{2[g] + 5y oy (5.10)

Per questo funzionale vale una proposizione di esistenza del minimo analoga
a quella enunciata per i funzionali precedenti.

5.6.1 Minimizzazione di &"™

Proposizione 5.6.1. Sia D™ definito come

pim = {ge H'R): g=g", |9} =1}.

Allora il funzionale E™ ammette su D™ wun unico minimizzatore positivo
Jgim tale che

B .= inf img] = Mgy ]
geplim

4 11 calcolo esplicito di C, corrispondente alla derivata seconda di Eg" in B« deve essere
svolto procedendo come nella Proposizione W e lo omettiamo qui per brevita.
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che puo essere scelto strettamente positivo. Tale minimizzatore soddisfa
l’equazione variazionale

1, a? 9 14
~ 59lm + 5 Y 9tim + —Glim = MimJlim- (5.11)
T
Wim St dice nuovamente potenziale chimico ed é tale che pim, = Elim

%HglimHj Inoltre la funzione gy € in C°(R) e soddisfa la (5.11]) in senso
classico.

Dimostrazione. La dimostrazione procede analogamente al caso del funzio-
nale di Giant Vortex.

O
Corollario 5.6.2. g, € pari rispetto all’origine.
Dimostrazione. Il funzionale e invariante per riflessione rispetto all’origine,

cioe g(y) := g(—vy) e g(y) hanno la stessa energia. Allora dall’'unicita del
minimizzatore segue il risultato.

O]

5.6.2 Stime

Per il minimizzatore del funzionale "™ possiamo dedurre stime di decadi-
mento migliori di quelle dei minimizzatori degli altri funzionali.

Proposizione 5.6.3. FEsiste una costante K tale che

_a,2 a2
||911mHi€ 2¥" < glim(y) < K| gimll o™ 27

Dimostrazione. Anche qui per la dimostrazione applichiamo il metodo del-
le sopra e delle sottosoluzioni. Fissiamo innanzitutto y > 0. Dato che il
minimizzatore ¢ pari qualsiasi stima per y positivi varra anche per y negativi.

Supponiamo allora inizialmente di considerare la nostra funzione con y €
B(a)¢, cioe tale che y > a.
Per la positivita di gjm, vale che

1 a2, 1

2
—§gfi,m = <mim - 7y - 7rgnm) Jlim <

93



a? a?
< | Mim — 5 @) 9tim < — 4 Jiim

se a > 4‘;{%. Allora gj;n € sottosoluzione del problema

1 a?
_iglli/m + Zy Jlim = 0.

Se adesso consideriamo la funzione

_ag2
gsup(y) 1= K||glim|loc€™ +¥
questa ¢ soprasoluzione della stessa equazione, infatti

1, a? 9 «
_7gsup + Zy Jsup = Z

2 GJsup >0

e, a meno di scegliere K > 19, gsup(@) > giim(a). Per il principio del
massimo e la monotonia di gsup, se y > 0 allora

_a,2
Glim(Y) < K||gtim || oo™ +Y".

Per l'altra disuguaglianza notiamo ora che gy, € soprasoluzione del problema

1 " 042 2 1 3
~ 59l + 5 Y Jiim + —Jiim = Flimlim-

Se definiamo

o

_ a2
ginf(y) =K'e 2
per K’ opportuno questa ¢ sottosoluzione dello stesso problema; infatti

1 a? 1
—591/;& + ??fginf + ;gian =

a

1 3
9 Jinf + ;ginf

2 ghm 4 = /’(’hm > — Mhm ghm 4

allora

042

1 1 1 A 1
— 50t + 7y2ginf + ;gf’nf < (unm — WHgan4> Ginf + ;gf’nf <

1 1
< <Mlim — ;thm”j + 77<IC,)2> Jinf < MlimYinf
se K' < ||giim||%, da cui gins & sottosoluzione.
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Ora si ha che g, ha un unico massimo nell’origine; per mostrare questo
risultato basta ricordare che gy, € pari e notare che se si avesse un altro
punto di massimo per y > 0 allora la minimalita di gy, verrebbe meno e ci
darebbe un assurdo: infatti il fatto che il potenziale ha un minimo nell’origine
permette di diminuire ’energia di uno stato spostando massa da y > 0
all’origineﬂ (si veda anche la Proposizione 2.2 in [CPRY1]).

R . . 2
A questo punto pero possiamo concludere come sopra, scegliendo Ko = || giim |5
cosi che nell’origine

91im(0) = [|gtim |l o > [|Gtim |5 = Gint (0)

e ottenere che
2 292
Glim > ||g1im ||z~ 27",

O]

Dato che ci servira in seguito esibiamo anche una stima sulla derivata prima
di Jlim-

Proposizione 5.6.4. FEsiste una costante C' tale che
a2
|9 (y)| < CyPe™ 3V

Dimostrazione. Ricordiamo che gy, € pari e quindi la sua derivata e dispari.
La stima si ottiene dunque integrando ’equazione ([5.11)); infatti se y > 0

vale che
, +oo " +o0 a2 9 1
‘glim(y)‘ = / dTghm(T) = ‘2/ dr (Mlim - ET - gnm) glim’ <
Yy Y ™

avendo fatto uso nell’ultima disuguaglianza di alcune stime per le code
dell’esponenziale (fare riferimento per esempio a pagg. 228-229 di [AS]).

O

5 Notiamo che il fatto di avere un unico massimo nell’origine e il decadimento all’infinito
ci dicono che giim € monotona decrescente in [0, +00).
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5.7 Relazioni fra E?’ e il funzionale limite

A questo punto usiamo il valore critico 3, che abbiamo ottenuto per ottenere
delle stime sull’energia e sui minimizzatori. A questo valore & associata ancora
una volta una energia data da

£ (gl = &5 9] =

n 1 1
= [ dy (1+%) {=ldP+ W, +fuly)g’ + —g'p (512
[y e (R e W e+ Suet+ 3t 12

con B¢V := Egj

Nel limite di € — 0 otteniamo che il funzionale £8" assume almeno formal-
mente la forma data da ™. Questa idea ¢ alla base della dimostrazione del

Teorema 4.1.21

Dimostrazione del Teorema [4.1.2]. Per stabilire una relazione fra le due ener-
gie & sufficiente usare un’opportuna funzione test per I'una al fine di ottenere
una stima per l'altra e viceversa.

In questa ottica definiamo

gr(y) =13 Coutyr (%), v <yl <2n,
0, lyl = 2,

con gy = gg,, r € C*°(R) monotona con r(1) =1, r(2) = 0 e C tale che
lgrll; = 1.

Iniziamo con lo stimare il valore di C: imponendo la normalizzazione di gr

2 2 K 2 2 2 2(Y
L=|lgrllz=C dy gi + 295 (n) dy r )|
- n

Possiamo stimare il primo integrale e ottenere

K 2 2 K 2
/dyg*—l—s/ydyg*—
-n -n

=1-*(g: [yl gs), (1 + O(e%)) = 1+ O(e")

abbiamo

e dunque
1=C?[1+0(EN] = C? =1+ 0.
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Calcoliamo allora

. 1 2 a? 1
ghm _ d P 2 92 4| _
[97] /R y {2 97|+ S v 91 + 591

n 1 o? C?
d L2, & 99 U7y
/77 y{2|9*| + Yt gt

+2g2(n) /:n dy {7172 [r’ <Z>r + O;y2r2 <Z> + gjr‘* (g) H .

Dato che usando le stime note per (5, si ha che

(o ) -

1 atp? 2 2 92 2)
= { gy 2048y — e“a” By —
<g ‘2<1+€2y)2 <4Q% By By
—Ls?y?’(? —%y) + eu(y)
2(1 + e2y)?

= C?

[\

2 o? 2
W, (y) + e uly) — >y

g*> = 0(?) (5.13)

n
allora

glim[gT] — 2 [EE;V + 0(52) + 0(62770)] = E%V + 0(52).

Analogamente, se gjim ¢ un elemento che realizza il minimo per E'™ conside-
riamo allora Cgiip, con C' tale che Cgiy, come funzione ristretta in A, sia in
DEY. Allora di nuovo C? = 1+ O(s*) e abbiamo che

Y " 1 c?
EE[Cgiim] = 02/ dy (1 +&%y) {(g{im)Q + Ws, g + gﬁm} =
-n

2 o
— (1+O(E)C? [/n dy {1

a?
12

1
5 Y2 G + %gﬁm} + 0(54)} <

(g{im)2 +
< Eim 4 (9(54)
da cui concludiamo che

Egv — Elim + 0(62).

O

Osservazione. Notiamo che I'errore viene stimato come O(g?) a causa della

stima di <g* |y3‘ g*> come O(1). Ci si potrebbe aspettare dalla simmetria di
g« che Derrore sia in realta piu piccolo.

o7



La Proposizione o piu precisamente I'equazione (5.14]) ci permette di
fare proprio questo, infatti si ha

92 = stull iy = 0 (ViEmm = B21) + 0 (7).

e nella dimostrazione appena vista abbiamo fatto uso delle seguenti (si veda

la (5.13)) |
|E'™ — B2 =0 (e (g: |y*| 9+)) + O(eY),

(g« |¥%] 9+) = O(1).

Se ora notiamo pero che

n
(orls? 0] = | [ aw s

allora abbiamo che

n
= ’/ dy y* (g2 —gﬁm)’ <3 ||g2 _912imHL%
-n

BN — B8 = O (2 (9 |v°] 9:)) + O() =
=0 ("2 |92 = gl 1) + OE") =
=0 (5277; | Flim — E§V|) + O(eh).

Da quest’ultima formula possiamo dedurre
E® = F'm 1 0 (64777) :
5.7.1 Relazioni fra i minimizzatori

Usiamo a questo punto la relazione appena trovata per dimostrare la Propo-
sizione |4.1.3

Dimostrazione della Proposizione [4.1.3]. Dalla Proposizione abbiamo
che giim > 0. Definiamo allora in (—n,7)

_9x(y)
vly) = Gim ()

e cerchiamo di mostrare le stime sui minimizzatori in termini di v. Usiamo
la minimizzazione di E%" e otteniamo

EZY = EFg+] = E2"[v giim] =
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= [y 1+ ) {510 ) P+ Wol)lo il + 110 g}
-n

Inizialmente studiamo il termine cinetico. Abbiamo

3 [ (2w o) =

1 n
= 2/ dy (1 + 621/) ([vl]le%m + 2UUI glimg{im + ,Uz[g{im]z) =
-n

[ w1+ 220 (P + 07 ) + Pl =

[y (4 2) (P + P lh?) + 5 [0+ 002", -

_1 K d 1 2 2 / 2 . " o i K d 27 .2 \/
9 Yy ( +e y)v ([glim] + gllmglim) 4 yv (glim) :
-n -n

Faremo uso del seguente Lemma.

Lemma 5.7.1. Esiste una costante positiva C' tale che per ogni y € R

|9t ()] < C0° i ().
Dimostrazione. Integriamo la (5.11)) fra y > 0 e 27n; abbiamo che

1 1 2n 1 a?
§9fim(y) = §gl/im(277) +/y dg (Mlim - ;gl2im - 252) Glim-

Dalla monotonia di gy, otteniamo il fatto che gf; (y) <0 e che gf; (2n7) <0
e dunque

1 a?

1 1 2n
’29fim(y)’ = ’29fim(277)) - /y dg§ </~Llim - ;gﬁm - 2§2> Jlim =
1 2n a? 1
= ‘29{1m(277)‘ + / d§ <2§2 + 79121m - Mlim) Glim -
y ™

Dato che 0‘72§2 + %gﬁm < C1n? allora
1
‘QQ{im(y)

1 2n a? 1
S ‘291,1m(277)‘ +/ d€ (252 + glzun) Jlim S
y i
< Codn?e™ 2" 4+ 201> giim (y) <
< C31*gim (1) + 2C17° gtim (y) < Can® Grim (y).
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Questo vuol dire che

2
52 ()] = L0l ()] < O

Inoltre dalla parita di gjm abbiamo

2

62 K 2, 2 v __ € K 2 2\
1 dy v*(gfim)’ = 1 dy (v° = 1)(iim)
-n -n
e dunque

3 | ()l )=

1 (" L
- 2/ dy (1+ ) g — 5 / dy (1 + %y)v* GlimGiim —
-n

n
2770 1 K 2
e dy U - 1)(ghm> +O dy 1+€ Yy [ ] glim+
-n
a2 1
+ dy (1 +e€ y)U Jlim | MlimJlim — 9 y Jlim — 71_ghm
-n

2
13
_4/ dy (v* = 1)(gi,) + O(*™n) =
1 a? (7
/ dy (14 €%y)|v'*gfm + ftim — 2/ dy (1+ y)y*g2—
-n

T2
/ 1+5 yg* ghm_/ dy 'U —1)(ghm) _|_O( 2no ):

3 \

lim e [ 2 2 v/
=FE" - 1 dy (v° — 1)(gfim) +
-7

n 1 a2 1
+/ dy (1+€%y)ghn {Qv'l2 - 31/2@2 + o (I — 29fmv )}+0( 2oy,
—n T
Allora abbiamo

. 2 m
B =g = [y (= (k) + Flol + OE™)
-n

con Fv] definito come
K 2 v [l
Foli= [ dy (14 Py)ghaf S0+
-
2 o 5\ o, 1 2)2
+(Waly) +¢ u(y)—?y v +%glim(1_v )¢
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Abbiamo
L[ 2,y 4 212 4
o | Ay (L+2)ghalt =7 < Flol + O(") <
-
lim gv e? [ 2 / 4
< |E _E* |+5 dy |U —1Hglim’glim+o(€ ) <
-
. Ce2p3 [
<ip - pe 4 ST [ ay 02 - 1k, + O <
-
7 .
< 2 ||gfn (02 = D) + 1B = BF| 4+ O(").

A questo punto possiamo riscrivere la stessa equazione come

(Hgl2im(v2 B 1)HL,27 B 0/6277%>2 < [E"™ _ E5| 10 (54177)
=l = Dl =0 (ViEm = B2]) +0 (205). 5y
n

A questo punto usando le stesse tecniche dell’osservazione in fondo alla
dimostrazione del Teorema possiamo ottenere che
2 (2 2, T
|95 (v* = Dl = O*n2)
e dalla definizione di v dedurre la prima stima fra g, e gim-

Fissato v, sia ora £ tale che gy, (££) = ni” Dalla monotonia di g, esso e
univocamente determinato; inoltre dalle stime su gy;,, possiamo scrivere

§ oc y/v|logn| o T
&€

e questo ci permette di definire A come

i = {y ER: gim(y) > 11,} =[-¢,¢]

da cui si ottiene che

¢ ¢
/ dy (v* —1)° < 774”/ dy gitm(v?> —1)° <
¢ ¢

< 7741/ Hglzim(UQ . 1>Hig < 054777+4V-

A questo punto scegliamo p > 0 da fissare in seguito e supponiamo per
assurdo che in un certo punto yg si abbia

’Uz(yo) - 1’ > p-
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Adesso usando il fatto che ||gf  (v? —1)||,, = O(e) sulla stima per F[v]
n

otteniamo
2 2
1Vl 24y < 772”/Ady JimlV'|” <

n 1
<2 [ ay (Lt ) ghlv < Flo) = O ()
-n

allora per y < yp in A abbiamo

) ) ,
o) )| < [ dy o] < @} sgq = © (0H)
Y

e ugualmente anche per y > yo.

Allora a questo punto avremo che se p > 2Ce?*n**" con C > 0 opportuna si
ha

[w(y) = 1] = Jv(yo) = 1] = Jv(y) — v(yo)| =
>p—Cntt > g.

Ma allora vuol dire che si ha

Pj ¢ 2\2 4 7+4v
2£4§ dy (1 +ey)(1 —v7)” < Ce™n'™.
—£

Dato che £ > 1 allora vuol dire che la precedente condizione ci dice che per
C’ > 0 opportuno
p < 015217%4_2;/‘

Dal fatto che possiamo scegliere p tale che
p> Ol s €2n§+2u
otteniamo l’assurdo e dunque vale che per ogni y in A

lu(y) — 1] < C'e?nt T2,

Applicando ora questa stima alle due funzioni iniziali abbiamo

19+ (¥) = Gim (¥)| = Grm (y)|v(y) — 1] < C'e*n*+2

da cui la tesi.
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5.7.2 1l segno di 9,

Sfruttiamo le stime che abbiamo calcolato per individuare il segno di d,.

Dimostrazione della Proposizione [4.1.4] Abbiamo

2
s = RN (s —2)V —Q+0(?)].

Innanzitutto riscriviamo V e @ in termini di gj,; se applichiamo la stima
che abbiamo ottenuto fra g. e gim vale che

a2

V=2 (99"l 9-), =

o? (7 2 2 2 a? [ 2 272 2
=5 | W+ Yoin+ 5 [ A0+ Y [ — G -
-1 -7

Abbiamo che

n
/ dy (1+¢*y) v* [02 — gfm] <
-n

1
7
2

n 2
< U dy (1+ %) y* (9« +gnm)1 g+ = grimll £z < Ce*nz,

—n
dunque
o (7 2 2 2 2 I
V—2/ dy(1+€y)ygnm+<’)<€n2>:
-7
a? [ 7
=2/ dyy?gﬁerO(eQn?):
-7
ao? 2 2 I
= (Yiim | 5 7Y | tim +C’)<€ n2)~
Inoltre
Q=5 [ a2y gl
= — E =
o i Yy Y) 9«
1/” 2 4 I 2 4 4
== dy (1+¢%y) g +/ dy (1+€°y) [giim — 9] -
27T . m 27T n 1m *
Dato che

n n
/ dy (1+¢e2y) [gh — gl <C / dy (1+ %) g — %] <
-n -n
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z
2

1
n 2
<o | [ ay @+ @ am] o -l < 2
-n

allora dalle stime della Proposizione [5.6.3

1 /" 7
Q=5 [ ay ey gh+0(20F) =

-n
1 z
):%/Rgﬁm—i—(’)(52772>.

SR

1 n
= 27r/_77dy Gim + O(e™n

Da quanto appena scritto deduciamo

o=t (s 2V - Q+O@E)] =

Qo(s —2)
o 2o

Dato pero che usando di nuovo la Proposizione [5.6.3| per stimare dal basso

a?(s —2) 5

92 Yy _glzim

Jiim abbiamo

2 2

a®(s—2) 4 a®(s—2) 5 _a,2

[ D5 > gl [y Dy 17
R R

= (s — 2)V2ar | giim|}

e dunque

2||g1im 3 1 2 1
< _ ZiJhmii4 — 92/ _
de < Qs — 2) (s —2)V2ar 27T—|—O<€ n?)

da cui la tesi.

5.8 Stime dall’alto per ECP

Mostriamo ora Pupper bound per EGT.

Dimostrazione del Teorema[4.1.5l Come sopra I'idea ¢ di usare una oppor-
tuna funzione test. Definiamo allora

Cg.(y), lyl <,
3y) == Coulmr (L), n <yl < 2n,
0, ly| > 2n,
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e successivamente

con C tale che f € PP,

Stimiamo inizialmente il valore di C:

in2 ~112 2 2 2 Yy
=71 = Ny = € 1+ 202 [ ayr ()] =
n

=C?[1+ 0 (¥n)] = C* =1+ 0 (7).
Infine definiamo o7 (x) := f(x)e!(?+9+9)0 con §, tale che

In particolare con questa definizione si ha che J. € negativo. Definiamo ora

1 S +0.\21 25—1 22-1
V(.ZL‘)—2<1—J)2+Q€) ?‘i‘ s — 9 .

In questo potenziale possiamo distinguere le parti direttamente dipendenti
da ¢, ed ottenere

Q ? = UJ*(x) + Ue(x)'

V(z) = Us, (z) + 25—;2 (2(1 — %)+ 20, + 58) L

A questo punto usiamo la nostra funzione test nel funzionale di Gross-
Pitaevskii:

etlor = [ do{GIVIP+V@P L L7} -
_ oo 1 £2 2 r2 1 4|
—271'/0 dmx{2[f] +Q*V(x)f —}-54]‘“}_

LT asey e Bveg s Lyt
== = —V(x —q" .
) W UTEY QT Ve g

Dato che per ipotesi —E% < —2n allora abbiamo

2T

1 U 1. 02 3 1
etorl = % | [ av et (G B+ oot}
n
2 2 292 2
+/ dy (1 + £2y) {09(77)|,,J|2 4 0075(77)‘/(95)7"2—1—
n<lyl<2n 2 €
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4 4 2
+C g (y)’r4}} _ €l4 [gfv[g] _|_/ dy (1+€ Y) &EU (ac)§2+
-n

2 2
+/ dy(1+52y) {09(77)|T|2+
n<lyl<2n 2
202 .2 4 4
(B0 90,
15 2T

Ora il termine di “coda’” si stima facilmente come

) 44
/ dy (1+¢%) {Og(n)!r'!z +C2 PV (y)r? + 09(3/)7,4} <
n<]y|<2n 2 2w

1
<a+oEmso [ ar{5Ivi+ ol
n<ly|<2n

2 2
+ET W, H} 0 (20r)

e dunque

1 - n - _
TPlvrl = 5210+ [ dy (L4 <) QU0 + O ().
-n

Ora se chiamiamo W, := Wp, allora il primo termine diviene

2
E8[g] = C? /77 dy (1+¢€%y) { 9.2+ (Wi(y) + %uly)) g7 + gﬂgi‘} =
-n

:CQEEV[g*H(CQ—l)/ dy (1+¢%) g = BE (1+ O (™))
-n

e dunque

1 K - _
Plorl = B+ [ dy (4 ) LU + 0 ().
-n

Per il termine centrale facciamo uso delle stime su B, e g, cosi otteniamo

n n
/ dy (14 e%) QU () = C? / (1 + 2y)dy QU (a)g =
-n -n

202/:@@ 2(1i€82y) (29 (1—(1+52y)2) +25*+5a) g =

2
_ 02‘55 {25* 45— 2082 <g*
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Z(/f:e?yig) g*> +0(84)} B

n




> Koy o 0(54)} -

o?

n

C?5, 40 2 o [ — 303 A
2 4(a? — 402 40
o~ 4%), °Q+O(s4)} -

_ 0255 {2(0‘2 ;2493)5* ot 4(‘“;;;93)1/ - 432062 + 0(54)} _
-5 {2(:+_ R (= M= 0(84)} )
= 0255 {2284:22)6* +0.+ 90(812) (s —2)V — Q]+ 0(54)} =
- CZ&S {2(384:22)5* e~ 2(384:22)5* * 0(84)} -
= 0255 (0 + O(eh) = 523 +O(eY).
A questo punto
G ] = E%Efv + 623 +0(cY)

e dunque la tesi.
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Questo lavoro non sarebbe stato possibile senza il continuo sostegno da
parte della mia famiglia. Se oggi sono colui che sono e faccio quello che
faccio e soprattutto grazie a loro.

Un ringraziamento particolare va inoltre a Federico ed Emanuela, i quali
hanno dovuto conoscere la mia discontinua follia e ciononostante sono

ancora qui per sopportarla.
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